1. feladat. Az EF dtmérdji k kort az e egyenes az E pontban érinti. Tekintsik az e egyenes dsszes olyan A, B
pontpdrjat, melyre az AB szakasz az E pontot tartalmazza és AE - EB egy régzitett dllandé. Egy ilyen pontpdr esetén
legyen A’, illetve B’ a k kor metszéspontja az AF, illetve BF szakasszal. Igazoljuk, hogy az A'B’ szakaszok egy ponton
mennek keresztiil.

I. megoldas. Legyen az ABF haromszog koré irt ki kor és az E'F egyenes F-t6l kiilonb6z6 metszéspontja G. Az
E pontnak k; korre vonatkoz6 hatvianya AF - EB = FE - EG allando, ezért a G pont helyzete nem fligg az A, B
pontpar megvalasztasatol.

Tekintsiik most azt az inverziot, amelynek alapkore az F' kozéppontu, E'F sugara kor. Az e egyenes inverze a k
kor, az A és B pontok inverze az A’, illetve a B’ pont. A k; kor inverze az A’ B’ egyenes; ezen beliil is a G-t tartalmazo
koriv képe az A'B’ szakasz. Az A'B’ szakasz tehat mindig dtmegy a G pont inverzén, G'-n, mely, mint azt lattuk,
fiiggetlen az A és B pontok valasztasatol. O

Megjegyzések. 1. A fenti megoldas az inverzi6 tulajdonsagaira épit, amely nem feltétleniil tananyag a kozépiskolaban
(lasd hatso bels6 boritooldalt). Ugyancsak inverziot hasznéal megoldasdban Balogh Ldszlé és Maga Péter.
2. A fenti megoldasboél konnyen lathato, hogy ha EF = 1, akkor
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A tovabbiakban megadunk két, szokdsosabb megoldast is.
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IL. megoldas. Legyen most EF és A’ B’ metszéspontja M. Megmutatjuk, hogy M minden A, B par esetén ugyanaz

a pont; masképpen, az FM hossza allando. Az FM hosszat az FA'B’ haromszog és FA'EB’ négyszog teriiletének
aranyaval fogjuk kifejezni:

FM tra B

EF  tpapp
Valasszuk az E'F szakasz hosszét egységnek, legyen AFE<t = o és BFE<( = (. Az érint6 tulajdonsag és a Thalész-tétel
szerint az FEA, FEB, illetve FA'E és F'B'E haromszogek derékszogiiek, igy AE = tana, BE = tan 8, FA' = cos
FB' =cosfB, AE =sina és B'E = sin 8. A keresett teriiletek tehat:

cosa - cos f3 - sin (o + 3)
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Az FM szakasz hossza tehat allando. O

III. megoldasvazlat (Kis Gergely megoldasa). Vélasszuk k kozéppontjat az origonak, sugarat egységnyinek,
legyenek tovabba az A és B pontok koordinatai rendre (1;a), ill. (1;b). Az AF és BF egyenesek, ill. a k kor egyenletei
rendre
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A megfelels egyenletparok megoldasédbol a metszéspontokra
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A = -1 és B’ = —1;
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adodik. Az A’ B’ egyenes egyenlete innen
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Az A'B’ egyenes x tengellyel valé metszéspontjanak = koordinatéja a fenti egyenletbsl y = 0 helyettesitéssel
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Ez a mennyiség 4llando, hiszen ab allandé. Ez azt jelenti, hogy az A’ B’ egyenesek mindegyike atmegy az (zo;0) ponton.
O

2. feladat. Egy G grif k-szinezése a G csucsainak megszinezése k lehetséges szin felhaszndldsdval gy, hogy G
barmely élének végpontjai kilonbézdé szintek legyenek. Azt mondjuk, hogy G egyértelmien k-szinezhetd, ha egyrészt
G-nek létezik k-szinezése, mdsrészt nem léteznek G-nek olyan u és v csucsai, melyek G valamely k-szinezésében azonos
szintek, mig G eqy mdsik k-szinezésében eqymdstol kilonbézd szint kapnak.

Bizonyitsuk be, hogy ha azn ponti G grdf egyértelmiien 3-szinezhetd és n > 3, akkor G-nek legaldbb 2n — 3 éle van.

Megoldas. Rogzitsiik G egy 3-szinezését, melyben az egyes szinekre szinezett csicsok szama (azaz a szinosztalyok
meérete) ni, ne, illetve ns. Vilagos, hogy n1 + ne + ng = n.

Tegyiik fel, hogy két szinosztaly (mondjuk a piros és a z6ld) nem feszit G-ben Gsszefiiggs grafot, azaz a piros és zold
csucsok kozott futd élek alkotta részgrafnak legaldbb két komponense van. Amennyiben e komponensek valamelyikén
a szineket felcseréljik (vagyis ezen a komponensen beliil a korabban z6ld csticsok pirosak lesznek, a pirosak pedig
zoldek), Ggy tovabbra is igaz marad, hogy G barmely élének végpontjai kiilonbozs szintiek. A cserével tehat G egy
olyan 3-szinezéséhez jutunk, melynek szinosztilyai masképpen osztjak harom csoportra G cstcsait, mint az eredeti
szinezés szinosztalyai. Ezért az 4j 3-szinezésben vagy két, korabban azonos szint pont kiilénbo6zé szint kapott, vagy
két, korabban kiilonb6z6 szind pont azonos szint lett, esetleg mindkét valtozasra sor keriilhetett. Ez ellentmond annak,
hogy G egyértelmten szinezhets 3 szinnel, vagyis G barmely két szinosztalya Osszefliggd grafot feszit.

Ismert, hogy egy 0Osszefiig6 graf élszama legfeljebb 1-gyel kevesebb, mint pontjainak szama, ezért az els6 két szin-
osztaly legalabb mi + ma — 1, a mésodik és harmadik szinosztaly legalabb ma + m3 — 1, mig az els6 és harmadik
szinosztély legalabb nq +ns — 1 kiilonb6z6 élt tartalmaz. Az emlitett élek egymastol is kiilonboznek, ezért G élszaméara
az (n1 +n2— 1)+ (n2 +ng — 1) + (n3 +n1 — 1) = 2n — 3 also6 becslést kapjuk. O

Megjegyzések. 1. Tobben probaltdk a feladatot teljes indukcioval megoldani: az allitas 3-pontt grafokra vilagos,
tegyiik fel, hogy a legfeljebb (n — 1)-pontu grafokra méar bizonyitottuk a becslést. Ha az n-ponti, egyértelmien 3-
szinezhet6 G grafnak minden csicsa legalabb 4-edfoki, akkor élszama legalabb 2n, igy az allitas igaz. Ha van G-nek
masodfokud csicsa, akkor annak torlésével (mint az konnyen lathato) egy egyértelmiien 3-szinezhets graf keletkezik,
melyre igaz az indukcios feltevés: legalabb 2(n — 1) — 3 = 2n — 5 éle van, ezért G élszama nem kevesebb, mint
2n — 54 2 = 2n — 3. Az elintézetlen eset az, amikor G-ben a minimalis fokszam 3. Sajnos, ha G egy harmadfokd v
csucsat elhagyjuk, a maradék G — v graf nem lesz feltétleniil egyértelmitien 3-szinezhets: elképzelhetd ugyanis G — v-nek



olyan 3-szinezése, melyben v szomszédai kiilonb6z6 szineket kapnak. Ha ezt kovetGen pl. dsszehtizzuk v két azonos
szind szomszédjat, akkor a kapott graf mér egyértelmien 3-szinezhetd, azonban csupan 3-mal kevesebb éle van, mint
G-nek. Az indukcios bizonyitashoz pedig legalabb 4-gyel kevesebb élre volna sziikség.

A bizottsag nem ismer a fenti gondolatmenetet teljes indukcios bizonyitassa kiegészitd érvelést.

2. Tobben igazoltak, hogy a feladatban adott korlat elérhetd. Vildgos, hogy a 3-pontua teljes graf egyértelmien
3-szinezhetd, és (2n— 3) éle van. Az is konnyen latszik, hogy ha egy egyértelmien 3-szinezhets G grathoz hozzéavesziink
egy Uj pontot, melyet G két kiilonbozé szind pontjaval kotiink Ossze, akkor Gjabb egyértelmien 3-szinezhets grafot
kapunk, melyre a becslés pontos lesz, ha mar G-re is az volt.

3. A feladat megoldédsa értelemszert modositasokkal kiterjeszthets egyértelmten k-szinezhets grafok élszamanak

2
éle van. A 2. megjegyzés is kiterjeszthets: a k-pontu teljes graf egyértelmtien k-szinezhets, és egy egyértelmten k-

szinezhetd grafhoz Gj pontot hozzavéve és k — 1 kiilonb6z6 szind ponttal 6sszekdtve ismét egyértelmiien k-szinezhetd
grafot kapunk.

4. Akkor is alkalmazhat6 a modszeriink, ha nem az egyértelmien k-szinezhets grafok élszamat akarjuk megbecsiilni,
hanem csupan felsé korlatunk van G k-szinezéseinek szamara. A megoldas gondolatmenetével felsé becslést kaphatunk
két szinosztaly altal feszitett komponensek szaméra, innen pedig a két komponens altal feszitett élek szama alulrol
becsiilhetd.

k
becslésére is, azaz megmutathato, hogy tetszleges egyértelmiien k-szinezhets grafnak legalabb (kK — 1)(n — k) + ( )

3. feladat. Jelolje (a;b) az a és b egész szdmok legnagyobb kozds osztdjdat. Bizonyitsuk be, hogy véges sok kivételtdl
eltekintve minden pozitiv egész n szamra teljesil a

> D (izg) > 4n®
i=1 j=1
egyenldtlenség.

I. megoldas. Vizsgiljuk meg, hogy egy rogzitett d szam hanyszor 1ép fel (i; j)-ként a feladatbeli dsszegben! Vilagos,
hogy ha (i;j) = d, akkor % és f_i relativ primek, tovabba mindketts az {1; {SH intervallumba esik, ahol |n| az n als6
egészrészét jeloli.

Masfeldl, ha i/, j' € [1; {%H relatv primek, akkor i := i - d, ill. j := j/ - d esetén (i;5) = d és 4,5 € [L;n].

A feladatbeli egyenl6tlenség bal oldalan all6 mennyiséget f(n)-nel jelolve, a fenti gondolatmenet formalisan az alabbi
Osszeg atrendezése:
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ahol g(z) az 1 és = kozé es§ szamokbol alkothato relativ prim szamparok szama. A tovabbiakban g(z) értékét fogjuk
megbecsiilni, pontosabban igazoljuk, hogy

X

(2) g9(z) = 100°

Mivel az (1;1) szampéar megfelels, ezért « < 10 esetén (2) trividlisan teljestil. A becslés tgy adodik, hogy az Gsszes
szamparok szamabol minden d-re kivonjuk azon szampérok szamét, melyeknek d kozos osztoja. Azaz,
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A becslést (1)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

n n n n n = 1
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> 400 teljesiil (példaul N = 25°0 megfelel), igy
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Ismert, hogy a harmonikus sor divergens, ezért valamely N-re Z
d=1

n > N-re (3) alapjan
2

n n - 7 n 7 )
; ;(w) = f(n) > 755 - 400 = 4n,

amint azt bizonyitanunk kellett. [J

Megjegyzések. 1. A bizonyitasbol lathato, hogy a feladatbeli becslés jobb oldalan 4ll6 4-es szorzoé tetszéleges kons-
tanssal helyettesithet6 azon az aron, hogy megné az a legnagyobb egész, melyre a feladatbeli egyenlGtlenség még nem
teljestil.

2. Mélyebb szamelméleti ismereteket felhasznalva megmutathato, hogy a megoldasban szerepls g(x) fliggvény

2
3. A legtobb megoldo a fentinél kevésbé elemi, a primek reciprokésszegének divergencidjara épité megoldast talalt.
Az alabbiakban vazoljuk ezt a gondolatmenetet.

aszimptotikusan — 22, ahonnan a feladatban szerepls f(n) Osszeg értéke aszimptotikusan —23:2 log z-nek adodik.
s

IT. megoldas. Az (i; j) legnagyobb kozds osztot az i, j szamok kdzos primosztoinak dsszegével becsiiljiik. Legyenek
p1 < p2 < ... < pr mindazon primek, melyek az i és j szamokat egyarant osztjak. Mivel barmely széban forgd prim
legalabb 2, ezért

(4) (i) >p1-p2 - P >pP1+D2 D3 Pr >
>pr+p2t+ps-...opk=...Z2pr+pet.. Pk

teljestil. Jol ismert, hogy a primek reciprokdsszege oo-hez tart, igy létezik olyan N szdm, melyre az 1 és N kozti
primek reciprokdsszege nagyobb, mint 6. Ha tehat n > N, akkor (4) alapjan az I. megoldasban definialt f(n)-t az
aldbbi moédon becsiilhetjiik:
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