Két bizonyitast ismertetiink Feuerbach fenti tételére.
Jelblések

Az ABC haromszog harom oldalat jelolje a, b és ¢ a szokasos modon. Jelolje K a koriilirt kort, kozéppontja O, sugara
r, B a beirt kort, kézéppontja ), sugara o, és legyen a hdromszog teriilete ¢, félkeriilete s, sulypontja S, magassagpontja
M, az oldalak felez6pontjai H,, Hp és H.. A Heron formula kifejezi a haromszog teriiletét az oldalhosszakkal,

t=1/s(s —a)(s — b)(s — c).

Tovabbi ismert teriiletképletek:

t= s—labsin _a_bc
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Ezekbdl és a Heron képlet kifejtésébdl kapjuk, hogy
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—a® —b® — & — 2abc + ab® + ac® + ba® + bc? + ca® + cb?
4(a+b+c) '

1. dbra

A Feuerbach-kor

Jelolje F a haromszog oldalfelezd pontjain atmend kort. Mivel a H, Hy H. haromszoget az ABC-bd6l az S centrumi
1
és —5 aranyu kicsinyitéssel kaphatjuk, az F sugara g és centruma, F', rajta van a haromszog Euler egyenesén: F az

OM szakasz felez6pontja, S harmadolja OM-et es OF-et. Euler (1707-1783) is tudta, hogy F atmegy a magassagok
talppontjain és az M-et a cstucsokkal Osszekotd szakaszok felezGpontjain. Ami miatt F-et mégis Feuerbach kornek
hivjuk, az a kovetkezs szép tétel:

Tétel. F érinti a beirt kort és a hozzdirt kordket.
Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) 1822-ben doktori disszertaciojaban a szoban forgé korok kozéppontjainak

1
tavolsagat szamolta ki. Megmutatta, hogy |FQ| = ‘57‘ — Q}. Mivel a haromszog minden adata kifejezhetd a, b, c-vel,

ha masképp nem, legalabb implicit modon egy egyenlet(rendszer) gytkeként, ez a szamolés elvileg elvégezhets. Ha
az A, B, C pontokat egy koordinatarendszer (0;0), (1;0) és (x;y) pontjaiba tessziik, akkor csak két paraméterrel
kell szamolnunk. Az egymaésra épiilé mennyiségek kiszamitasa azonban egyre magasabb foku egyenlethez vezethet,
amit egyre nehezebb kezelni. Ezért az tétel legtobb bizonyitdsa vektorokat hasznal. Az aldbb ismertetett szamolés
viszonylagos rovidségével tiinik ki. A gondolatmenet lényegesebb elemeit (1. lemma) t6bb mint 30 évvel ezel6tt Reiman



Istvan feladatmegoldd szakkorén tanultam és elolvashaté Reiman Istvan: Geometria és hatdrteriletei c. konyvében
(Gondolat Kiado, Budapest, 1986).
Kényelmesebb a tavolsagok négyzetének meghatéirozasa, ezzel elkeriilhet6 a gydkvonas, csupan racionalis tortfiigg-

1 S
vények jonnek eld. Az (1)-bdl és (2)-bsl maris ismerjik az (57“ — Q) = 172 — 1o + 0® utolsé két tagjat a, b, c-vel

kifejezve. Az alabbiakban az |FQ|2 kiszamitasakor csupan a, b, ¢ és r szerepel.
Vektorok

Sokat egyszertsithet a koordinatarendszer centruménak szerencsés megvélasztasa. Esetiinkben jelolje az O pontbél
1
az X -be vezets vektort X. Ekkor |A| = |B| = |C| = r. Barmely centrum esetén S = 3 (A+B+C). Mivel a helyvektorok
kezd6pontja O és az O, S, M és I pontok az Euler egyenesen vannak, kapjuk, hogy M =3S = A + B + C és

1
(3) F:E(A+B+C).
1. lemma.
aA + bB + cC
4 =
(4) Q a+b+c

Bizonyitas. Jelolje P a (4) jobb oldalan allo tortet. Belatjuk, hogy a végpontja rajta van a szogfelez6kon. A C —

A vektor hossza b, igy E(C — A) az A-bol C felé mutato egységvektor. Hasonloképp —(B — A) a B-felé mutato
c

B+ cC — (b+c)A

egységvektor. E ketts Osszege, azaz végpontja az A-bol induld szogfelezén van. A szogfelezd

c
egyenes barmely pontjat megkaphatjuk, ha ezen Gsszeg egy skalarszorosat az A-hoz adjuk. A tortektl megszabadulva
kapjuk az A-n atmend belss szogfelezs paraméteres vektoregyenletét:

fa(z) = A+ 2(bB+cC— (b+c)A).

Ha z végigfut a valos szamokon, az £4(x) vektorok a szogfelez6 pontjait adjak. Az eredmény ismeretében konnyd az

ellendrzés, az £4(x) alkotta egyenest két pontja meghatérozza: © = 0 az A csticspontot adja, © = a BC szakasz

b+c

azon pontjat, amely azt ¢ : b ardnyban osztja, azaz a szogfelezd talppontjat. Az z = értéket valasztva latjuk,

a+b+c
hogy P rajta van a szogfelezén. P rajta van a tobbi szogfelezén is, igy sziikségképpen P =Q. O

A legegyszertibb vektortulajdonsagokon kiviil (6sszeadéas kommutativitasa, linearis kombinacio) sziikségiink lesz a
skaldrszorzat fogalmara. Mivel egy vektor onmagaval vett szorzata a hossz négyzete, egy tetszéleges | XY| tavolsag,
illetve a négyzete igy szamolhato: | XY |* = |[X — Y|* = X24+Y? —2XY. A skalarszorzat kommutativitasan és bizonyos
asszociativitdsan kiviil csak az AB, AC és BC szorzatok értéket hasznaljuk. Mivel ¢ = [B — A|> = |B|* 4 |A?| —
2AB = 2r? — 2AB, kapjuk, hogy

1 1 1
(5) AB=r2—§c2, AC:r2—§b2, BC:r2—§a2.

A tétel bizonyitasa. Szamoljuk ki a két kozéppont, F' és @) tavolsagat.

A+bB+cCY
©) @ —jof = (A0
B a?A? + *’B? + 2C? 4 2abAB + 2acAC + 2bcBC B
(a+b+c)
B a?r? 4+ b%r? + 2r? 4+ 2abr? — abc® + 2acr? — ach? + 2ber? — bea? -
(a+b+c)
b
2 abc

Ca+b+e



Ebbdl (1) adja Euler tételét, hogy
(7) |Q|2 =72 —2rp

1
és ebbdl 3 r > 0.

(8) F? = |F|” = E(AJFB +C)P° = 2(372 +2AB + 2AC + 2BC) =
1 2 2 2 2
:Z(QT —a® — b — %),
aA +bB + cC

———(aA* +bB* + ¢C* + (a + b)AB + (a + ¢)AC + (b + ¢)BC) =
a+b+c

1 1 1
_T2+m<(a+b) (T2—§C2>+(Q+C) <T2—§b2>+

+(h+0) (r2—%a2>) _

1
=3 = g (0 + b el + o + b’ 4 ca).

A (6), (8) egyenletek Gsszegébdl vonjuk le a (9)-et:
1
F- QI =F?+Q*-2FQ = Zr%

N —4abc — (a + b+ c)(a® + b% + ) + 2(ac® + bc? + ab® + cb? + ba? + ca?)
4(a+b+c)

14 2abc n —a® — b3 — ¢3 — 2abc + ab® + ac® + ba® + bc? + ca® + cb?
4 4(a+b+c) 4(a+b+c) '

Ebbdl (1) és (2) felhasznalasaval adodik, hogy

s 1, ! .
F-QIf =" —re+o"=(5r—e).

1 1
Az FQ szakasz hossza tehat 57‘ — 0, 6s igy a ) kozépponti g sugari kor beliilrsl érinti az F' kdzépponta 57‘ sugara
kort (a Feuerbach kort). O

Megjegyzések

1. Lassuk be, hogy az a oldalhoz hozzairt kor kozéppontjaba mutato vektor

—aA +bB + cC

Qa = —a+b+c

2. Készitslink a fentiekhez hasonl6 bizonyitast arra, hogy a beirt kor kiviilrsl érinti a hozzairt koroket!

3. Jean-Victor Poncelet (1788-1867) tétele szerint ha egy k oldala As, ..., Ay poligon csucsai egy K koron vannak
és egyidejileg oldalai egy B kort érintenek, akkor a K tetsz6leges X = X; pontjabol kiindulva a B-hez érint6t hazva
és igy a KC-bol a kovetkezs, Xo pontot nyerve, majd ezen eljarast folytatva a k-adik 1épés utédn a kapott tordttvonal
sarodik, Xy = X1

Az Euler formuléara (7) tamaszkodva, lassuk be Poncelet tételét a k = 3 esetre!

Poncelet tételérsl lasd Hraské Andrds cikkét a KSMaL 2000. évi 5. szamaban.



4. Az 1. lemma&hoz hasonlé tétel (lényegében ugyanolyan egyszerd bizonyitassal) minden dimenzioban igaz, pl. ha
Ay, Ag, Az, Ay egy tetraéder csucsai, és Aq, Ag, As, Ay a koréirt gomb koézéppontjabol odamutatéd helyvektorok, és
Q a beirt gomb koézéppontjaba, Q-ba mutaté helyvektor, akkor

t;
Q- ¥ .

1<i<4

ahol t; az A;-vel szemkozti lap teriilete.

5. A (8) egyenletet hasznalva bizonyitsuk, hogy sin? a + sin? B + sin? v = 2 akkor és csak akkor, ha a haromszog
derékszogu.

6. Igazoljuk, hogy az F Feuerbach kor érinti az ABM, ACM es BC M haromszogek beirt és hozzairt koreit is. (Ez
tovabbi 12 kor!)

Bizonyitas inverzi6val

Ismertetjiikk a Feuerbach tétel legegyszeriibb bizonyitasat, amelyet egymastol fliggetleniil M’Clelland (1891) és
Lachlan (1893) talalt, és amelyet a legtobb tankonyv atvett (pl. D. Pedoe: Clircles, MAA publication, 1957, 1979,
1995). A {6 gondolat (a 2. lemma) alabbi bizonyitasa uj, a szokasosnal valamelyest egyszertibb.

Jelolje Ag az a oldalon a B beirt kor érintési pontjat, jelolje Ay az a oldalhoz hozzairt H kor érintési pontjat, és
jelolje f e két kor kozos szimmetriatengelyét, az A ponton atmend belsd szogfelez6t. E két kornek 4 kdzos érintGje van,
az {,, Uy, L. oldalegyenesek, és egy negyedik ¢/, egyenes, amely az £, tiikorképe f-re. Legyen B’ és C' a B és C cstics
f-re vonatkozo tiikorképe, ekkor B', C' € (/..

Mivel |[CAg| = s — ¢ és |BA1| = s — ¢, az AgA, szakasz felezSpontja H, és hossza |a — 2(s — ¢)| = |c — b|. Tegyiik
fel, hogy b # c és jeldlje i az AgA; atmérGji korre vonatkozo inverziot. Ekkor i(Ag) = Ao, 1(A1) = A1, i(£y) = La.

2. lemma. i(B) = B, i(H) = H és i((,) = F.

Bizonyitas. Az inverzi6 megtartja az érintkezést, igy i(B) érinti i(¢,)-t az i(Ap) pontban. Kapjuk, hogy B képe
onmaga. Hasonloképp adodik, hogy i(H) = H.

B/
g/
C
H, H,
X
A C’ B
3. dbra

Azt kell még bizonyitanunk, hogy i(F) = ¢/,. Mivel F tartalmazza az inverzi6 centrumét, H,-t, igy képe egy
egyenes. Belatjuk, hogy H, és H,. képei az {., egyenesre keriilnek. Tekintsiik Hy-t, a H,. esete analog. Legyen X a H, H,
és (!, egyenesek metszéspontja. A B’AC’ és B'H, X haromszogek hasonlosdga adja, hogy

B

AB'| -~ |AHy| e 3
|AB'] '

_ i
|HbX| - |AC | |AB’| c

= |AC|




b
Ha itt ¢ — 3 negativ, akkor X a [HyH,] szakaszon kiviil van. Kapjuk, hogy |HpX| < g ésigy X a [H,Hp) félegyenesre
keriil. Tovabba

b
clc c— 35 1
|y Ha| - [X Ha| = |HyHo|(|HyHa| — [HyX[) = 5 (5 —b— 2) = 7le— b)®.
Tehat i(Hy) = X, igy i(Hy) € £,. O
Végiil, mivel az £/, a B és H kozos érintdje, igy F kozos érint6 (kore) ezen korok képének. Mivel H helyett més
hozzairt kor is allhat, igy F mind a négy érintd kort érinti.

Appendix, az inverzié néhany tulajdonsaga

Az O kozépponta r sugara korre vonatkozé ¢ inverzié a sik O-n kiviili pontjainak egy bijekcidja gy, hogy a P
pont i(P) képe rajta van az O-bol indul6é, P-n dtmend félegyenesen, és |OP| - }OZ(P)’ = 2. Ez egy involucio, azaz
i(i(P)) = P.

— Egy O-n 4tmenG ¢ egyenes képe nmaga (pontosabban i(¢\ {O}) = ¢\ {O}.)

— Ha O ¢ ¢, akkor képe egy O-n atmeng kor.

— Egy O-t tartalmazo6 kor képe egy, az O-t elkeriil§ egyenes.

— Egy O-t elkeriils kor képe egy masik kor, kiilsé hasonlésagpontjuk O.

— Az inverzi6 megtartja az érintést, érinté egyenesek és korok képe érinti egymaést. (Valojaban tobb is igaz, az
inverzi6 szogtarto).



