II. kategoria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok Elss (iskolai) fordulé

1. A tablara felirtuk a 0-tol 2003-ig terjeds egész szamokat (tehdt Gsszesen 2004 db szamot). Mekkora a tablan
levs szamjegyek Gsszege?

2. Hatarozzuk meg azokat a valos szamokat, amelyek kielégitik a kovetkezs egyenletrendszert:
1
lg(z—y) +1g2 = 5(gz ~lgy),
1
lg(z+y) —lg3 = 5(gy —lga).

3. Az aj,as,...,agy nyolcvantagi sorozatban a tagok pozitivak, az elsé és utolso tagon kiviil minden tag egyenld
két szomszédjanak a szorzataval. Az els6 40 tag szorzata 8, ugyanennyi mind a 80 tag szorzata is. Irjuk fel a sorozat
els6 8 tagjat.

4. Kivagtuk papirbol a 72 cm? teriiletdi ABCD téglalapot, majd sszehajtottuk ugy, hogy a C csiics éppen az
A cstcsot fedje. Az 6sszehajtott papirlap pontosan egy olyan 6tszog alakjat veszi fel, amelynek a teriilete a téglalap
teriiletének a 68,75%-a. Mekkordk az ABCD téglalap oldalai?

5. Az ABCD paralelogramma AB oldalan ugy jeldljiik ki az X és a BC oldalan az Y pontot, hogy AX = CY telje-
siiljon; az AY és C'X egyenesek metszéspontjat jelolje P. Bizonyitsuk be, hogy a DP egyenes felezi a paralelogramma
D-nél levs szogét.

Masodik fordulé

1. Jelentsen n 1-nél nagyobb egész szamot. Képezziik a kovetkezs két kifejezést:
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Dontsiik el, hogy n értékétdl fliggben az A < B, A = B, A > B kapcsolatok koziil melyik allhat fenn.

2. Az ABC haromszogben AB = ¢, BC = a, CA = b; a beirt kor sugara r, a koré irt koré R. Az A cstcsnal levs
szo6g: a > 90°. Bizonyitsuk be, hogy

r < asin a
R~ a+b+c

3. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan p valés paraméter, amelyre az 2° + 2pz? + 2p?z + p = 0 egyenletnek harom
kiilénbo6z6 valos gyoke van.

4. Az ABCD huarnégyszogben AB = 2AD és BC = 2C D; ismert tovabba az A-nél levs « szog mértéke és az AC
atld d hossza. Fejezziik ki a négyszog teriiletét a-val és d-vel.

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. A P pont a hegyesszoglii ABC héromszog AB oldalan mozog. A P-n 4t AC-vel hazott parhuzamos a BC oldalt
az X pontban, a P-n 4t BC-vel hizott parhuzamos pedig AC-t az Y pontban metszi. Adjunk eljarast olyan P pont
szerkesztésére, amelyhez tartozé XY szakasz a lehet6 legrovidebb. Bizonyitsuk be, hogy a legrévidebb XY szakasz
merdleges a C' csicsbol induld stulyvonalra.

2. Egy haromszog oldalhosszai kiilonb6z6 egész szadmok; a haromszoghoz talalhaté olyan egyenes, amely atmegy
a legnagyobb oldal valamelyik harmadolé pontjan és felezi a haromszog teriiletét és keriiletét is. Hatarozzuk meg az
oldalhoszakat ugy, hogy azok szorzata a lehets legkisebb legyen.

3. Legyen H a 2004-nél nem nagyobb pozitiv egészek halmaza: H = {1,2,...,2004}. Jelolje D a H halmaz olyan
részhalmazainak a szamat, amelyekben az elemek Osszegét 32-vel osztva 7-et kapunk maradékul, és jelolje S a H halmaz
olyan részhalmazainak a szamat, amelyekben az elemek Osszegét 16-tal osztva 14-et kapunk maradékul. Igazoljuk, hogy
S =2D.
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II1. kategoéria: Speciilis matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Legyen a, b pozitiv valés, n pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy

lg(a™) + (’11) Ig (@™ 1b) + <’;> lg (a"2b2) + -+ 1g (b") = Ig ((ab)">" ).

2. Alljon a H halmaz véges sok olyan természetes szambol, amelyeknek nincs 3-nal nagyobb primosztéja. Mutassuk
meg, hogy a H-beli szamok reciprokainak az 6sszege 3-nal kisebb.

3. Tekintsiik egy kor harom pontja &ltal meghatarozott harom diszjunkt korivet. Mindegyik iv felezGpontja koriil
megrajzoljuk a végpontjain athalad6 kort. Bizonyitsuk be, hogy a kapott harom kor egy ponton halad at.

4. Egy foldszintes elvarazsolt kastély négyzet alaka, és 2003 x 2003 egyforma, négyzet alaki szobara oszlik. Ol-
dalszomszédos szobak kozott ajtok lehetnek. A kapubejarat az északnyugati sarokszobaba vezet. A kastélyba belépve
bolyongtunk egy darabig, és amikor elGszor visszaértiink az északnyugati sarokszobaba, akkor kimentiink a kastély-
bol. Kideriilt, hogy utunk soran a délkeleti (és az északnyugati) sarokszoba kivételével mindegyik szobaba pontosan
szazszor léptiink be. Hanyszor 1éptiink be a délkeleti sarokszobaba?

5. Legyenek ag, a1, ..., ay, ant1 valés szamok agy, hogy ap = a,4+1 = 0. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan k szam,
0 <k <n, hogy
(i) minden i = 1,...,n— k+ l-re ag41 + ... + ary; >0, és

(¢4) minden j =0,...,kraa; +...+ax <0.

Maisodik (déntd) fordulé

1. Egy haromszog mindhéarom oldala legfeljebb /2 hosszisagu. Bizonyitsuk be, hogy belefoglalhat6 egy egységnyi
éld kockaba.

2. Jelolje p(k) a k természetes szam legnagyobb paratlan osztojat. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1-re

3. Bizonyitsuk be, hogy a c és d egész szamokhoz akkor és csak akkor létezik végtelen sok kiilénbo6z6 x,, yn
(n=1,2,...) egész szampdr, amelyre x,, osztoja cy, + d-nek és y,, osztoja cx,, + d-nek, ha c osztdja d-nek. (¢, d, z,
és yn nem feltétlenil pozitiv szamok.)



