I. rész

Bevezetés

Ebben a cikkben az ellipszis, parabola és hiperbola elemi geometriai tulajdonsagai koziil gydjtiink Ossze néhany
fontosat. Ezekkel a gorbékkel a kozépiskolaban elGszor fiiggvények grafikonjaiként taldlkozunk. Megtanuljuk, hogy

az y = — fiiggvény képe hiperbola, az y = z? fiiggvényé pedig parabola. Késébb a koordinita-geometridban azt
:z: 2?2 2?2
tanuljuk, hogy az — + =i 1 egyenletd gorbe ellipszis, az — — 7= 1 egyenletd gorbe pedig hiperbola. Ezeket a
a a

gorbéket koordinatarendszer nélkiil, elemi geometriai eszkozokkel is lehet vizsgalni. Igy sok érdekes tulajdonsagukra
adhatunk egyszert magyarazatot. (Példaul ki fog deriilni, hogy miért hasznalunk parabolaantennat.) Féleg olyan
tulajdonsagokkal foglalkozunk, melyek minden kupszeletre teljesiilnek. Az egyes gorbék speciélis jellemzGire nem tériink
ki, ezekrdl részletes leiras talalhato pl. Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. konyvének ([1]) 43. fejezetében.

A kupszeleteket sokféleképp lehet definialni. Mi ezt a k6zépiskolaban szokasos moédon tessziik.

A kup szeletei

1. definicio.

— Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikon, melyeknek két rogzitett ponttol vett tavolsdgainak Osszege a két
pont tavolsdganal nagyobb allandé.

— A parabola azon pontok mértani helye a sikon, melyek egy adott egyenestdl és egy arra nem illeszkeds rogzitett
ponttol egyenld tavolsidgra vannak.

— A hiperbola azon pontok mértani helye a sikon, melyeknek két rogzitett ponttol vett tavolsagai kiilonbségének

abszolut értéke a két pont tavolsaganal kisebb allandoé.

A definiciéban szerepl$ rogzitett pontokat az adott gorbe fokuszainak, a rogzitett egyenest a parabola vezéregye-
nesének nevezziik. A tovabbiakban a fokusz(oka)t F' (és F3), parabola esetén a vezéregyenest v, ellipszis és hiperbola
esetén az allando értékét pedig 2a jeloli. Ezt az értéket ellipszis esetén a nagytengely, hiperbola esetén pedig a valds
tengely hosszanak nevezziik.

Megmutathato, hogy ha egy mindkét irdnyban végtelen egyenes korkupfeliiletet elmetsziink barmely olyan S sikkal,
amelyik nem megy 4t a kap csticsan és nem mer6leges a kup tengelyére, akkor a keletkezett metszetgorbe

— ellipszis, ha S a kap egyetlen alkotdjaval sem parhuzamos (1.(a). dbra);
— parabola, ha S pontosan egy alkotoval parhuzamos (1.(b). dbra);

— hiperbola, ha S két alkotéval parhuzamos (1.(c). dbra).

(a) (0) (c

~

1. dbra

LA T043556 és T043758 szami OTKA palyazatok tamogatasaval.



Ezt itt nem bizonyitjuk, a bizonyitds megtalalhato pl. internetes honlapunkon [3]. Az is belathato, hogy minden
kupszelet elGall mint egy kupfeliilet és egy megfelels sik metszete. Ha azt is megengedjiik, hogy a metsz6 sik mergleges
legyen a kup tengelyére, akkor a koroket is tekinthetjiik a kap szeleteinek. A kor tehat olyan elfajulo ellipszis, amelynél
F = F,. Ezért a tovabbiakban a kiupszelet Gsszefoglald nevet fogjuk hasznalni az ellipszisre, korre, parabolara és
hiperboléra.

A kipszeletek S pontjait harom osztalyba soroljak: A kupszelet pontjai; S-nek a forgaskiup belsejével alkotott
metszete (2. dbra), amelyeket a kupszeletre nézve belsd pontokak neveziink, valamint S tébbi pontja, melyeket a
kupszeletre nézve kiilsd pontoknak neveziink.

belsé pontok belsé pontok

W

2. dbra

Ez az elnevezés 0sszhangban van azzal, ahogy a kor belsg, illetve kiilsé pontjanak fogalmat eddig hasznéltuk.
A kiilsé és bels6 pontok jellemzésérdl szol a kovetkezs tétel.

2. tétel. Legyen a kupszelet a szokdsos mddon megadva. Ekkor a B pont belsd pont, a G pont a gérbén lévd pont,
a K pont pedig kiilsé pont akkor és csak akkor, ha

— ellipszis és kir esetén BF + BFy < 2a, GF + GFy = 2a és KF + KFy > 2a;
— hiperbola esetén |BF — BF3| > 2a, |GF — GF,| = 2a és

KF — KFy| < 2a;

— parabola esetén pedig B v-tdl vald tdvolsiga nagyobb, mint a BF tdvolsdg, G v-tdl vald tdvolsdga megegyezik a
GF tavolsdiggal és K v-t6l vald tdvolsdga kisebb, mint a KF tdvolsdg.

Bizonyitas. Elegendd bebizonyitani, hogy a belsé és a kiils6 pontokra teljesiilnek a megfelel§ egyenlétlenségek,
hiszen minden pont vagy rajta van a gorbén, vagy kiils6 pont, vagy pedig bels§ pont és a gorbén 1év6 pontokra
vonatkozé allitasok az 1. definicié atfogalmazasai.

Kor esetén az allitas nyilvanval6. Ellipszis és hiperbola esetén feltehetjiik, hogy KF < KF; és BF < BF;. Jeloljiik
az F-bdl indulo, B-t, illetve K-t tartalmazo félegyenes és a kupszelet metszéspontjat M-mel. Ekkor az M BF, és az
MKF; (esetleg elfajulo) haromszogekre felirt haromszog-egyenlstlenségekbdl ellipszis esetén (3.(a). dbra)

BF + BF, < BF+BM+ MFy =MF + MF, =2a <
<MF+ MK+ KFo = KF + KI5,
hiperbola esetén (3.(b). dbra) pedig
BFy; — BF >(MF,— MB)—BF =MF,— MF =2a>
> (KF,— KM)— MF = KF, — KF

adodik, ami éppen a bizonyitando allités.
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3. dbra

Parabola esetén legyen Mp a B-bdél v-re allitott merGleges és a gorbe metszéspontja, Mg az F-bél indulé K-
t tartalmazo félegyenes és a goérbe metszéspontja, a B-bdl, K-bol és Mg-bol v-re allitott merdlegesek talppontjai
pedig rendre Ts, Tk és U (8.(c), (d). dbrdk). Ekkor az MpBF és az Mg KU (esetleg elfajul6) haromszogekre felirt
haromszog-egyenlétlenségekbdl kapjuk a bizonyitandé

FB < BMp+ MgF =BMp+ MpTg =BT és
FK=FMg+ MK =MgU+ MK > KU > KTg

egyenl6tlenségeket. [
A kor érintGje olyan egyenes, amelynek egy kozos pontja van a korrel, 6sszes tobbi pontja pedig kiilsé pont. Ezért
termeészetes modon adodik a kdvetkezd definicio:

3. definici6. Az e egyenes a K kupszeletet annak E pontjaban érinti, ha e dtmegy FE-n és Gsszes tobbi pontja
K-nak kiils6 pontja.

Kovetkezs allitasunk szemléletesen nyilvanvalo.
4. tétel. Legyen a K kupszelet tetszdleges pontja E. Ekkor egyértelmien létezik K-t E-ben érintd egyenes.

Bizonyitas. Allitsuk el§ K-t az O cstcsu F kap és az S sik metszeteként. Ekkor minden E-n dtmend S-beli f
egyeneshez egyértelmien hozzarendelhetjiik azt az OF alkotoéra illeszked6 Sy sikot, mely tartalmazza f-et is és OE-t
is. Nyilvanvalo, hogy az S¢ sik pontosan annyi alkot6jat tartalmazza F-nek, ahadny kozos pontja van f-nek és KC-nak.
Az OF alkotora illeszkedd sikok kozt pontosan egy van, amelyik az OF alkotoban érinti F-et, az Gsszes tobbi pedig
egy-egy O-n dtmend egyenesparban metszi azt. Mivel az érintésiknak nincs pontja F belsejében, ezért az altala S-bél
kimetszett egyenes lesz I egyértelmien létez6 E-beli érintGje. O

Vezéralakzatok
Az ezutan kovetkezd definiciok és tételek mind sikbeliek, ezért ezt kiilon nem is fogjuk hangsilyozni. Kezdjiik egy
nyilvanval6 allitassal.

5. lemma. Legyenek Oy és Oz kilonbézd pontok. Ekkor az Oy kézépponti, r1 sugari és az Oz kdzépponti, o
sugari kérok

(a) akkor és csak akkor érintik egymdst kivilrél, ha r + ro = O103;
(b) akkor és csak akkor érintik egymdst belilrél, ha |r1 — ro| = O102;

(¢) akkor és csak akkor metszik egymdst két pontban, ha az r1,72 és O102 szakaszokbdl hdromszdg szerkeszthetd (4.
abra).
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4. dbra

A kupszeletek egységes, sikbeli elGallitasarol szol a kovetkezs tétel.

6. tétel. Adott az F' pont és a rajta dt nem mend v alakzat, ami vagy kér vagy egyenes. Azon kordk kézéppontjainak
halmaza, amelyek dtmennek F-en és érintik v-t, kupszelet. Specidlisan ez a gérbe

— parabola, ha v egyenes;

kér, ha v kér és F annak a kézéppontja;

— ellipszis, ha v kor és F' annak a kozéppontjdatol kilonbozd belsd pontja;

— hiperbola, ha v kor és F annak kiilsé pontja.

Bizonyitas. Legyen k egy F-en dtmend, v-t az F pontban érinté r sugara kor, P pedig k kdzéppontja.

El6szor tegyiik fel, hogy v egyenes (5. dbra). Mivel a kor érint6je merdleges az érintési pontba huzott sugarra, ezért

PFE meréleges v-re. Tehat P és v tavolsaga megegyezik PE hosszaval, és mivel PE = r = PF, ezért P rajta van az F'
fokuszi, v vezéregyenesi parabolan.

Masrészt ha R ennek a paraboldnak tetsz6leges pontja, akkor R és v tavolsdga éppen RF, azaz az R-b6l v-re
allitott mer6leges talppontja rajta van v-n, tehat az R kézéppontd RF' sugart kérnek v érintGje.

Ha v kor, akkor jeloljiik a kdzéppontjat Fi-vel, sugaranak hosszat pedig 2a-val.

Tegyiik most fel, hogy F' a v bels6 pontja (6. dbra). Ekkor az 5. lemma (b) része szerint 2a = EFy = EP + PF =
PF + PF,. Vagyis ha F' = F;, akkor P rajta van az F' kozéppontt a sugart koron, ha pedig F' és Fy kiilonbozéek,
akkor P rajta van az F és Fy fokuszi, 2a nagytengelyi ellipszisen.

6. dbra

Masrészt ha R ennek a kornek vagy ellipszisnek tetszSleges pontja, akkor RF' + RFy = 2a. Ezért ha az Fy-bdl
kiindulé F>R félegyenesre F5-b6l felmért 2a hosszu szakasz masik végpontja G, akkor RG = 2a — PF; = RF, tehét
az R kozéppontu RF sugard kor G-ben érinti v-t.



Veégiil tegyiik fel, hogy F a v kor kiilsé pontja. Ekkor k helyzete kétféle lehet: vagy tartalmazza v-t (7. dbra), vagy
pedig kiviilrdl érinti azt (8. dbra). Az 5. lemma (a), illetve (b) része szerint mindkét esetben igaz, hogy

|PF — PF,y| = |PE — PFy| = F,E = 2a,

tehat P rajta van az F' és Fy fokusza, 2a valds tengelyd hiperbolan.

7. dbra

e X

Masrészt ha R ennek a hiperbolanak tetszéleges pontja, akkor vagy RF = RF5 + 2a, vagy pedig RFy, = RF + 2a.
Ezért v az els6 esetben beliilrél, a masodik esetben pedig kiviilrél érinti az R koézépponti RF sugard kort. [

Tételliink alapjan beszélhetiink az F' fokuszi, v vezéralakzata kupszeletrsl. Ha v kor, akkor a tovabbiakban ko-
zéppontjat mindig Fs-vel, sugardnak hosszat pedig 2a-val jeloljiik. Ellipszis és hiperbola esetén F' és Fy a gorbe két
fokusza. Az 1. definiciobol kovetkezGen a gorbe szimmetrikus az F Iy szakasz felez6 merdlegesére. Ha v-t tiikkrozaiik
erre az egyenesre, akkor az F' kozéppontid, 2a sugart vy kort kapjuk. Ezért az Fy fokusza, vy vezérkorid kupszelet
megegyezik az F fokuszt, v vezérkort kipszelettel. Altalaban v-t az I, fokuszhoz, vi-et pedig az F fokuszhoz tartozo
vezérkornek nevezik. Ellipszis és hiperbola esetén a tovabbi dllitasaink akkor is igazak, ha F-et F5-vel és ugyanakkor
v-t v1-gyel helyettesitjiik.

A vezéralakzatok segitségével a kiilsG és bels6 pontokat is egyszerien jellemezhetjiik.

7. tétel. Legyen K egy F' fokuszi, v vezéralakzatu kupszelet. Ekkor a P pont IC kiilsé pontja pontosan akkor, ha a
P kézépponti PF sugari kér két pontban metszi v-t, belsd pontja pedig pontosan akkor, ha a P kézépponti PF sugari
kornek és v-nek nincs kézdés pontja.

Bizonyitas. Ha K parabola, akkor v egyenes. A P kozépponti PF sugaru kér pontosan akkor metszi két pontban
v-t, ha P v-t6l valo tavolsdga kisebb mint a PF tavolsag, és pontosan akkor keriili el v-t, ha P v-t6l valé tavolsaga
nagyobb mint a PF tavolsig.

Ha K kor, akkor az allitas nyilvanvalé. Ha K ellipszis vagy hiperbola, akkor az 5. lemma (c) része szerint a v kor,
melynek kozéppontja Fs, sugara 2a, és a P kozépponta, PF sugara korck akkor és csak akkor metszik egymast két
pontban, ha a 2a, PF és PFy szakaszokbol szerkesztheté haromszog.

Ellipszis esetén F'Fy < 2a, ezért PF + 2a > PF + FFy > PFy és PFy + 2a > PFy, + FFy; > PF mindig teljesiil.
Tehét két metszéspont van, ha PF + PF5 > 2a, és nincs metszéspont, ha PF + PF, < 2a. Ez viszont a 2. tétel szerint
éppen a bizonyitando6 allitas.

Hiperbola esetén F'Fy > 2a, ezért PF + PFy > FFy > 2a mindig fennall. Tehat két metszéspont van, ha PF <
PFy+2a és PFy < PF+2ais teljesill, azaz ha |PF — PF3| < 2a. Ha pedig |PF — PF3| > 2a, akkor nincs metszéspont.
Ez ismét a 2. tétel miatt adja a bizonyitando allitast. O

Az egységes targyalas kedvéért bevezetiink néhany szokéisos elnevezést. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy
kor és egy egyenes merdleges egymdsra, ha az egyenes dtmegy a kor kozéppontjin. Ha G a K kupszelet tetszoleges
pontja, akkor az F'G, tovabba a G-bdl v-re allitott mer6leges egyeneseket a G-hez tartozd vezérsugaraknak nevezziik.



(Parabola kivételével tehat a masik vezérsugar az FoG egyenes.) A kupszelet minden pontjaban egyértelmien létezik
érint$ egyenes a 4. tétel szerint. Az érinté és a vezérsugarak kapcsolatardl szol a kovetkezs tétel.

8. tétel. A IC kupszelet tetszdleges G pontjaban az érintd felezi a G-hez tartozd vezérsugarak szégét.

Bizonyitas. Legyen K az F' fokusszal és a v vezéralakzattal adva. A 6. tétel szerint a G kézéppontia GF' sugard
kor érinti v-t. Jeloljiik az érintési pontot E-vel és legyen g az FGE< bels6 szogfelezGje. Ekkor parabola és hiperbola
esetén g a G-hez tartozo vezérsugarak belsd-, ellipszis és kor esetén pedig azok kiils6 szogfelezGje (9. dbra).

9. dbra

Elegend6 megmutatnunk, hogy a g egyenes G-t6l kiilonbozs, tetszéleges K pontja kiilsé pont. Mivel K rajta van
az FGE< szogfelezGjén, azért KF = KFE. Tehat a K kozéppontda K F sugara k kor atmegy F-n, ami v-n van. Mivel
K kiilonbozik G-t6l, azért k nem érinti, hanem metszi v-t. Ez viszont a 7. tétel szerint azt jelenti, hogy K kiils6 pont.
O

Miutan a G-beli érint6rél belattuk, hogy az az FGE< bels6 szogfelezGje, azonnal adodik a kovetkezs allités.

9. kovetkezmény. A kipszelet fokuszdnak a kupszelet tetszdleges érintdjére vald tikdrképe rajta van a vezéralak-
zaton. O

A kupszelet tengelyének nevezziik a fokuszbol a vezéralakzatra allitott merdlegest. Ha a kupszeletet a tengelye
koriil megforgatjuk, akkor a keletkezett feliiletet ellipszoidnak, paraboloidnak, illetve hiperboloidnak nevezziik.

A 8. tételt ellipszisre alkalmazva kapjuk, hogy ha az egyik fokuszbol sugarakat inditunk, akkor azok a visszaver6dési
torvény szerint az ellipszoid feliiletérdl visszaverédve a méasik fokuszon fognak athaladni. Ezt a jelenséget figyelhetjiik
meg pl. a Csodak Palotajaban akkor, amikor a megfelel§ helyen, az egyik fokuszban halkan elmondott szavainkat a
t6liink tavol, de jé helyen, a masik fokuszban 4ll6 ismerdsiink tokéletesen hallja.

Parabola esetén pedig az kovetkezik tételiinkbsl, hogy a parabola tengelyével parhuzamosan érkezé sugarak a
visszaver6dés utan athaladnak a fokuszon. A mitholdas adasok vételére szolgalo antennédk alakja ezért paraboloid, s a
jeleket fogo fej a fokuszban helyezkedik el.

Erintok

A 9. kovetkezmény szerint csak olyan egyenes lehet az F' fokusza, v vezéralakzata kapszelet érintGje, mely merd-
legesen felezi a v valamely pontjat F-fel 6sszekots szakaszok egyikét. A kovetkezs tétel alapjan egyszertien megszer-
keszthetjiik egy kupszelet adott ponton atmeng, illetve adott egyenessel parhuzamos érint6it.

10. tétel. Legyen K F fokuszi, v vezéralakzatiu kiupszelet, P tetszdleges pont, e pedig tetszéleges egyenes.

Legyenek a P kozépponti, PF sugari kor és v kozds pontjai Ey és Es. Ekkor K P-n dtmend érintdi megegyeznek
a PE; és a PEy szakaszok felezd merdlegeseivel (10.(a). dbra).

Legyenek az F-en dtmend, e-re merdleges egyenes és v metszéspontjai Ey és Es. Ekkor IC e-vel pdrhuzamos érintdi
megegyeznek az FEy és az FEy szakaszok felezd merdlegeseivel (10.(b), (c). abrak, ellipszis, ill. parabola).

10. dbra



Bizonyitas. A két részallitas bizonyitasa szorol-szora megegyezik.

A 9. kévetkezmény miatt mas, P-n dtmeng, illetve e-vel parhuzamos egyenes nem lehet érintd.

Legyen az F'E; (i = 1,2) szakasz felez6merslegese e;, az e; és az F;-ben v-re allitott merdleges egyenes metszéspontja
pedig G;. Ekkor G, F = G, E;, tehat a G; kozéppontt, G; F sugara kor érinti v-t, azaz G; rajta van KC-n. Viszont az e;
egyenes felezi az F'G; E; szoget, tehat a 8. tétel szerint G;-ben érinti -t. O

Tétellink els6 részébsl kovetkezik az a szemléletesen nyilvanvalénak tiing allitas, hogy ha P kiilsé pont, akkor P-n
K-nak két érintGje megy at. Ez azonban csak egy kis kiegészitéssel igaz. A bizonyitas soran megkonstrualt G; érintési
pontok ugyanis nem mindig léteznek. El6fordulhat, hogy az FE;-ben v-re allitott merdleges parhuzamos F'E; felezd
merdlegesével. Parabola esetén ez nem lehetséges, ekkor ugyanis F'E; sohasem parhuzamos v-vel. A t6bbi kupszelet
esetén F'E; felez6merd6legese pontosan akkor parhuzamos az E;-ben v-re allitott merdlegessel, azaz az F; Fs egyenessel,
ha FE;Fa< = 90°. Ez csak akkor &llhat el§, ha F a v-nek kiils6 pontja, azaz K hiperbola, és az FE; egyenes érinti
v-t. Ekkor az F-b&l v-hez huzott két érintGszakasz felez6merdlegeseit a hiperbola aszimptotdinak (11. dbra) nevezzik.

11. dbra

Minden hiperbolanak két aszimptotdja van. Sok szempontbdl célszert ezeket az egyeneseket is a hiperbola érint&inek
tekinteni, a tovabbiakban mi is ezt tessziik. (Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a hiperbolat a ,végtelen tavoli
pontjdban” érinti az aszimptota. Ez a kijelentés a projektiv geometria eszkozeivel teljesen precizzé tehetd, lasd pl.
[1] 44. és 46. fejezet.) Ha tehat a P kiilsé pont a hiperbola egy vagy két aszimptotdjan rajta van, akkor P-n az
aszimptotakkal egyiitt megy at két érints.

Az adott irdnyt érint6bdl ellipszis és kor esetén mindig kettS van, hiszen a v kor belsejében 1év6 F' ponton atmend
e-re merGleges egyenes két kiilonboz6 E; pontban metszi v-t, s mivel FE;Fo<t < 90°, azért a G; pontok is mindig
létrejonnek (10.(b). dbra).

Parabola esetén az e-re meréleges egyenesnek és v-nek legfeljebb egy k6zos pontja van, hiszen v is egyenes (10.(c). db-
ra). A vezéregyenesre meréleges irdnyt kivéve mindig létezik is pontosan egy, adott iranyd érintG, mert ekkor az E és
a G pontok mindig létrejonnek. A vezéregyenesre merdleges irdnyu érintGje viszont nincs a parabolanak.

Hiperbola esetén az F-en atmend, e-re meréleges egyenes pontosan akkor metszi két pontban v-t, ha az F'F» szakasz
felezGpontjan atmend, e-vel parhuzamos e’ egyenes az aszimptotéak altal meghatarozott négy szogtartomany koziil abba
a kettébe metsz bele, melyek nem tartalmazzak a hiperbola pontjait. Ekkor viszont a G; pontok is létrejonnek, tehat
ilyen iranyu érint6kbdl mindig kettd van (12. dbra).

12. dbra
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