1. Tekintsik azokat a forgashengereket, amelyekben az alapkér sugardnak €s a henger magassiganak az Gsszege
10 cm. F forgdshengerek kizil melyiknek o paldstfelszine a legnagyobb? Mennyi ez esetben a henger térfogata?

Megoldas. Ha a,b € R, akkor 0 < (a — b)z, amibdl
A2
dab < (a+b)*, igy ab< <%) ,

ahol egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Legyen a forgashenger alapkorének sugara r, magassaga m. A henger
paléstfelszine P(r;m) = 2zxrm. Most r +m = 10.

2 2
P = 21rm < 2 (T“;m) —9r. <170> — 507.

A maximalis palastfelszin 7 = m = 5 cm esetén adodik. Ekkor a henger térfogata V = 5% - 7 - 5 = 1257 cm?®.

2. Oldjuk meg az aldbbi linedris egyenletrendszert, ahol a valds paraméter:

(a—1)3:—|—3y:3a,
z+(a+1)y=2.

Megoldas. Helyettesitve vagy az egyenl egyiitthatok modszerével o kikiiszobolhets, kapjuk: (4 — a®)y = a + 2.
-1
a) Ha |a| # 2, akkor y = esr=3 L.
2—a a—2
b) Ha a = —2, akkor —3z + 3y = —6 és © — y = 2, tehat a megoldasok az x =t + 2, y = ¢, t € R szampérok.
¢) Ha a = 2, akkor « 4+ 3y = 6 és x + 3y = 2, az egyenletek ellentmondoak, ebben az esetben nincs megoldas.

3. Egy hurtrapéz terilete 144v/3 cm?, a szdrak hossza megegyezik a trapéz koré irt kor sugardval. Szamitsuk ki a
trapéz magassdgat, dtlojat és kozépvonaldnak hosszdt. Kiszdmithato-e a trapéz parhuzamos oldalainak hossza?

Megoldas. Az ABCD hurtrapéz AD és BC szaraira AD = BC = r, ahol r a trapéz koré irt kor sugara. Ha
a trapéz koré irt kor kozéppontja O, akkor az OBC haromszog mindharom oldala r, a kor rovidebb BC' ivéhez
tartozo kozépponti szoge 60°, igy CAB< = 30°. Legyen AB > DC, a C vetiilete az AB oldalon C;. Ekkor CC; a
trapéz magassaga, AC; hossza pedig megegyezik a trapéz kozépvonaldnak hosszaval (miért?). Igy, ha CC; = m és
CAC < = 30°, akkor AC' = 2m és ACy = mV/3. A feltétel szerint

mv3-m = 144V/3, tehat m =12 cm.

AC, = 12V/3 cm és az 4tl6 AC = 24 cm.
Végtelen sok ilyen hartrapéz létezik, a parhuzamos oldalak hossza nem szamithato ki.

4. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:

a) V4220 —12.2¢ 4 9 =3 27FL,

b) V2cos2x —4cosz+3=1—2cosz.

Megoldas. a) 4 -2** —6-2"T1 + 9 = (271! — 3)2, tehat |27t — 3| = 3 — 2°*! ami pontosan akkor teljesiil, ha
3
27t _3<0,2"" <3, 2 +1<log,3, z < log, 3

b) 2cos2x —4dcosz + 3 =2(2cos>z — 1) —4dcosz +3 = (2cosx — 1),
5
tehat |2cosz — 1] = 1 — 2 cosx, ami pontosan akkor teljesiil, ha 2cosz —1 <0, cosz < =, il 4+ 2kt <x < ?W + 2km.

-2 3
5. Sn, Sk, Sntk egy szdmtani sorozat elsé n, k, illetve n + k tagjinak az dsszege. Igazoljuk, hogy

(n+k)(Sp —Sk) = (n—k)- Spik.

Megoldas. Ha n = k, akkor az allitas igaz (0 = 0). Legyen n # k. Az ismert 6sszegképletek szerint
n+k

Sy = g(Zal +(n—1)d), Sp= §(2a1 +(k—1)d) és Spip = (2a1 + (n+k —1)d).



Mivel

2 _ 2 _ _
S’n—Sk:(n—k)al—i—(n 5 n_k 5 k) :(n—k)al—i—n k(n—i—k—l)d:
:n;k@al—l—(n—l—k—l)d),
azért valoban L L
(n+k)(Sp — Sk) = %(2@ +(n+k—1)d)=(n—k) Snik

6. Tekintsik a [—4;4] intervallumon értelmezett x — f(x) fiigguényt, ahol

|z — 3|+ |z + 1

flo) = lz+3[+ |z —1|

Szdmitsuk ki a fiigguény maximumdt és minimumdt, valamint azokat az x értékeket, ahol ezeket felveszi a fiigguény.

Megoldas. Mivel minden valos x esetén |z + 3| + |z — 1| > 0, azért a kifejezés a [—4;4] intervallumban valéban
értelmezett.

a) Ha —4 < x < -3, akkor f(x) =

3—z-—2—1
ﬁ =1- I a fliggvény szigortan monoton novekvs: f(—4) =

3 1 1 1
b) Ha —3 < z < —1, akkor f(z) = ﬁ = —§x—|—§,

fiiggvényértékek: f(—3) = 2 > f(z) > 1 = f(-1) (nyitott intervallumban egy szigortan monoton fiiggvény sem
legkisebb, sem legnagyobb értéket nem vesz fel).

¢) Ha —1 <z <1, akkor f(z) =

2 1
d) Ha 1 <z < 3, akkor f(z) = o felvett fiiggvényértékek: f(1) =1 > f(x) > 3= f(3).
x

r—3+x+1 x+1-2
r+3+2x-1  z+1

a fliggvény szigortian monoton csokkend, a felvett

e) Ha 3 < a2 < 4, akkor f(x) =

3
fla) = == f(4).
1
Az f fliggvény legnagyobb értéke 2, amit a —3 helyen vesz fel, legkisebb értéke 37 amit a 3 helyen vesz fel.

N | =

2
1 és a felvett fliggvenyértékek: f(3) =

7. Igazoljuk, hogy ha «, B eqy hdromszdg két szége és

2

sin (a — ) = sin® a — sin? B,

akkor a hdaromszog derékszogd vagy egyenld szdri.

Megoldas. Azonos atalakitasokkal

sin o — sin? § = (sin a + sin B)(sin o — sin B) =

= <2sina;ﬂ~cosa;ﬂ) <2cosa;—ﬂ~sina;ﬂ) = sin (a + f) - sin (a — B).

A feltételi egyenletbsl
(sin(a —B))(1 —sin(a+ B)) =
Ha sin (o — 8) = 0, akkor « — 8 = k7, k € Z, tehat most « = 3, ha sin (o + ) = 1, akkor a + 8 = g+2mr, n ez,

™
most o + 3 = 5 azaz valéban a haromszog egyenl§ szard vagy derékszogd.

8. Tapasztaljuk, hogy
44 — 8 =62, 4444 — 88 = 662, 444 444 — 888 = 666>.

Igazoljuk, hogy
44...4—88...8=66...6°.
——  N—— N———

2n jegyd n jegyd n jegyd



Megoldas.

44...4=44...400...04+44...4 =44...4-10"+44.. .4,
—— Y= Y~ = N——

2n jegyud n szdm- n szadm- n jegyd n jegyd n jegyd
Jegy Jegy

88...8=2-44...4.
—— —
n jegyd n jegyd

Az adott szam:

A4, 410" 444, 4-2-44 . 4 =44, 4-(10" —1) = (4-11...1)(9-11...1) =
— — —_—— = — —
n jegyd n jegyd n jegyd n jegyd n jegyd n jegyd

=6%-11...12 = (66...6)".
SN—— N——

n jegyd n jegyd



