1. Hatdrozzuk meg azt az abed négyjeqyid szdmot, amelyre

abed + abe + ab + a = 2003.

Megoldas. Irjuk fel a szamokat helyi érték szerint:

1000a + 100b + 10c + d 4 100a + 10b 4 ¢ 4 10a + b + a = 2003 =
= 1111a + 1110 + 11c + d = 2003.

0<a,bc,d<9ésa,b,c,ésdegész széupok.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a = 1. Igy

11164+ 11c+d =892 = b=8 = 1llc+d=4 = c¢c=0,d=4

A keresett szam 1804. Ez megfelel a feltételeknek, mert 1804 + 180 4+ 18 + 1 = 2003.
2. Egy trapéz dtloi merdlegesek eqgymdsra, az eqyiknek a hossza 5, a trapéz magassdga 4. Mekkora o terilete?

Megoldas. Jeloljiik a trapéz atléit a szokasos médon e-vel és f-fel, a parhuzamos oldalak hossza legyen a és ¢, a
magassag m. Ekkor a trapéz teriilete:
e-f (a+c)-m _5-f (a+c)-4
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Az egyik atl6 megfelels eltolasaval létrejon egy olyan derékszogi haromszog, amelynek befogdi e és f, az atfogdja a+ c,

25
ezért (a+c¢)° =e? + f2 = E~f2 =25+ f2= f= 3
Ezek felhasznalasaval a keresett teriilet:

3. Oldjuk meg a valds szampdrok halmazdn az aldbbi egyenletet:

|sinz 4 cosz| = V2 (y* + 2y + 2).

Megoldas. Az egyenlet minden valos szamparra értelmezve van. Hasonlitsuk Ossze a két oldal értékkészletét,
miutén elosztjuk az egyenlet mindkeét oldalat v/2-vel:

=+ 2y+2= sinx~cos%+cosx-sin% =(y+1)°+1=

2
—sinx + %cosx

2
. ™ 2
= sm(a:—l—z)’ =(@y+1)"+1
Mivel 0 < |sin (:1: + g) ‘ <lés(y+ 1)2+1 > 1, azért az egyenlet csak abban az esetben teljesiil, ha |sin (3: + %) ‘ =
lés (y+ 1)2+1 = 1 egyidejtleg fennall. Ebbgl :C-i—% = g—i—k-ﬂ =z = %—i—k-w (k € Z) és y = —1. Ezek a szamparok

kielégitik az eredeti egyenletet.

4. Egy hdromszdgben az o szdget kézrezdrd oldalak hossza sina €s cosa, a harmadik oldalé /1 —sina - cos a.
Igaz-e, hogy a terilet mérdszama raciondlis szam?

Megoldas. A teriilet mértékszaméanak meghatarozasahoz ki kell szamitanunk a haromszog oldalait.
A koszinusztétel szerint:

(V1 —sina-cosa)2 = sin? a + cos? a — 2sina - cos? o (0° < a < 180°) =

a —sina-cosa=0=sina-cosa-(2-cosa—1)=0.

= 2sina - cos
A héaromtényezss szorzat elsé tényez6je nem lehet 0 az a-ra felirt feltétel miatt. Ha cosa = 0, akkor o = 90°, igy a
haromszog egyik oldala 0, de ez nem lehet. Ha a harmadik tényez& 0, azaz 2-cosa—1 = 0, akkor o« = 60°. A haromszog
oldalai:

. V3 1 . V3
b:smoa:T, c:cosa:i, a=+v1—sina-cosa = 1—7.

Ezekre az oldalakra teljesiilnek a haromszog-egyenlStlenségek, tehat 1étezik ilyen haromszog.
A héaromszog teriilete:
3. Losin60° 3
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Ez racionalis érték.

5. Hatdrozzuk meg az ,,a” valds paraméter értékét gy, hogy a kovetkezd kifejezés értelmezési tartomdnya tres
halmaz legyen:

V(a2 —2a—3) 22+ (2a —3) -z + 1.

Megoldas. A kifejezés értelmezési tartoménya pontosan akkor iires halmaz, ha minden valés z-re teljesiil az
(a®* —2a —3) - 2° + (2a — 3) - & + 1 < 0 egyenlStlenség. Ez akkor igaz, ha a® — 2a — 3 < 0, és ugyanakkor D =
(2a —3)° — 4 (a® — 2a — 3) < 0.

a?-2a-3<0=(a+1)-(a—3)<0=>—-1<a<3.

21
D=4a2—12a+9—4a2+8a+12<0:>a>Z.

Az ,a’-ra kapott két feltétel egyszerre nem teljesiilhet, igy nincs olyan ,,a” valos érték, amelyre az adott kifejezés
értelmezési tartoménya iires halmaz lenne.

Megjegyzés: Bevethetjiik a behelyettesitést — ezt a legegyszertibb, de olykor meglepden hatésos fogast: ha = = 0,
akkor a gyokjel alatt 1 all, az értelmezési tartomany tehat nyilvan nem lehet iires.

6. Egy novekvd mértani sorozatban az elsd és az n-edik tag dsszege 66, a mdsodik és az (n — 1)-edik tag szorzata
128, az elsd n tag dsszege 126. Irjuk fel a sorozat elsd n tagjdt.

Megoldas. A feltételek alapjan g # 1, igy az aldbbi egyenletrendszer irhaté fel:
a4+ a1 - ¢" " =66,
ar-q-ar-q""% =128,
gt —1
q—1

ax - = 126.

128
A masodik egyenletbél ¢" = —-. Ha ezt behelyettesitjiik az els6 egyenletbe, akkor rendezés utan a;-re egy masod-
a

1
foki egyenletet kapunk: af — 66a; + 128 = 0. Ennek megoldésai: (a1), = 64, (a1), = 2.

128 1
a;=64=¢"" 1 = 62— 32 ami novekvé mértani sorozatban nem lehet.
128
1

= 32 = ¢" = 32¢. Ha ez utobbi kifejezést behelyettesitjiik az egyenletrendszer harmadik

a1 =2=q"" = o
3%g — 1

egyenletébe, akkor 2 - =126=q¢=2ésn==06.

A sorozat elsé n tagja: 2; 4; 8; 16; 32; 64. Ez a sorozat a feladat Osszes feltételének eleget tesz.

7. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az
a+bxr a-—bx 4ab

a—br a+bxr a2—b?
egyenletet, ahol a # 0, b# 0, |a|] # |b| és a,b € R.
Megoldas.

a—bx#0:>x7é%

a+bx7é0:>x7é—%.
Ko6z0s nevezére hozunk, majd eltavolitjuk a tortet:
a? + 2abx + b%z? — a® + 2abx — b%z? 4ab
e Rl ring 4abx(a® — b*) = 4ab(a® — b*x?).
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat a 0-t6l kiilonb6z6 4ab-vel:

z-(a? —b?) =a® — b’z = v?2® + (a®> =)z —a® =0 (b #0) =

b% — a? + Vb* — 2a2b2 + a* + 44212 a?
op2 :>I1:1, Ty = ——=.

= T2 =
A kizart értékeket figyelembe véve:
xlzl#%@a#b; xlzl#—%@a#—b;

2
xzz—Z—2#%@—a2b#ab2@ab(a+b)#0;

2
xgz—Z—2#—%@a2b—ab27§0<:>ab(a—b)§£0.



a?

Mindkét gyok eleget tesz a feladat feltételeinek, igy 1 =1 és xo = —7z ¥ eredeti egyenletnek is megoldésai.

8. Adjuk meg azoknak a valds szamoknak a halmazdt, amelyekre az alabbi két egyenldtlenség egyszerre teljesiil:

1
(1) xlog36(1+6)—logem >1 (2) sin (COSLL‘ + 5) <0

Megoldas. Az (1) egyenl6tlenségnek csak akkor van értelme, ha az x pozitiv. ElGszor keressiik meg az 1-nél

z+6)

nagyobb szémok koztt a megoldast. x'0%:6(7+6)~1ogss ©* > 29, Ebben az esetben az exponencialis fliggvény szigortan

monoton novekvs, igy
logss(z + 6) _10g36$2 > 0 = loggs(z + 6) >10g36:1c2 =z+6>’ =2 -2-6<0=
=>@x+2)- (z-3)<0=>-2<z<3.

Ha 0 < = < 1, akkor az 2> — 2 — 6 > 0 egyenlStlenséghez jutunk, amelynek nincs megoldasa a (0;1) nyilt
intervallumban.
Az x = 1 esetén nem teljesiil az egyenlGtlenség, ezért a megoldas: 1 < z < 3.

1
A masodik egyenl6tlenség minden valds szamra értelmezve van. Akkor teljesiil, ha 7+k-27 < cosx+ 3 < 2m+k-2m.
1 1 3 1 1 2 4
De —5 gcosx+§ < §,ezért k= —1, azaz —7r§cos:t+§ < 0= cosx < —§:> %—i—nﬂwﬁxﬁ §+n-27r. (k

2
és n egész szamok.) A két egyenlStlenség egyszerre akkor igaz, ha % <z <3



