A 2002-2003-as tanévi Orszagos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny dontGjének egyik feladata (kissé atfogalmazva)
a kovetkez6 allitast tizte ki bizonyitandoul:

Ha valamely 2003 elemd@ sikbeli ponthalmaz bdrmely haromelemd részhalmaza tengelyesen szimmetrikus, akkor van
olyan egyenes, amelyre a ponthalmaz mindegyik eleme illeszkedik.

A feladat nem bizonyult nehéznek, 6rvendetesen sok helyes megoldas sziiletett. J6 néhany versenyzé megoldasabol
kitint, hogy az allitds 2003 helyett mar sokkal kevesebb pontbdl all6 halmazokra is igaz. Volt, aki megjegyezte, hogy
egy szabalyos 6tszog csticsaibol és a kozéppontjabol allé6 ponthalmaz mutatja, hogy hatelemid halmazokra nem igaz az
allitas, és azt sejti, hogy hatnal nagyobb elemszamuakra mér igaz.

Az alabbiakban a szoba joheté ponthalmazok szambavételével igazoljuk ezt a sejtést, majd kitériink egy-két alta-
lanositasi lehetGségre.

3-szimmetrikus halmazok

A sik egy részhalmazat 3-szimmetrikusnak nevezzik, ha barmely haromelemd részhalmaza tengelyesen szimmetri-
kus. Az alabbi tétel ezeket irja le.

Tétel. A sik egy részhalmaza akkor és csak akkor 3-szimmetrikus, ha része az aldbbi 3-szimmetrikus halmazok
valamelyikének:

(a) egy egyenes;

(b) egy egyenld szdri hdromszog csicsai, és a korilirt kirének kizéppontja;
(¢) egy rombusz négy csicsa;

)

)
(d) egy négyzet négy csicsa és a kizéppontja;
(€)

)

)

e) eqy szabdlyos 0tszdg ot csiucsa és a kozéppontja;
(f) egy szabdlyos dtszdgnek vessziik négy csicsdt, és a kapott trapézhoz hozzdvesszik az dtléinak a metszéspontjdt;
(9) egy szabdlyos tszdgnek vesszik négy csucsdt, és a kapott trapézhoz hozzdvesszik a szdarak meghosszabbitisdinak a

metszéspontjat;

(h) az aldbbi mddon szdrmaztatott P halmaz. Legyen AECUV egy szabilyos otszog, D a AC és EV dtlok metszés-
pontja, B az AC és EU dtlok metszéspontja, és E' az E tikirképe AC-re. Ekkor P ={A,B,C,D,E,E'};

V.

A (h) dbra

(k) az aldbbi mddon szdrmaztatott P halmaz: legyen AEXYCUV egy szabdlyos hétszog, B az AC és EU tlok
metszéspontja, és E' az E tikérképe AC-re; ekkor P = {A,B,C,E,E'}.




Az els6 abra a (h) konfiguraciot irja le, a masodik a (k) konfiguraciét. Erdemes azonban észrevenni, hogy az elsé
abran ABCEU az (f) konfiguracio, ABCE'U és ABCEG pedig a (g) konfigurécio, ahol G az U tiikdrképe AC-re. Ez
utobbi allitas azért igaz, mert E'BCU és EBCG is egy-egy szabdlyos 6tszdg négy csicsa.

A tételt allitdsok sorozataval bizonyitjuk. Legyen P egy rogzitett 3-szimmetrikus halmaz, amelyr6l feltessziik,
hogy nem kollinearis. Mivel P minden részhalmaza is 3-szimmetrikus, és a fenti tételben (a) kivételével mindegyik
konfiguracio legfeljebb hatelemi, feltehetd (és fel is tessziik a bizonyitas végéig), hogy P véges.

1. Allitas. Ha A, B,C € P, és a BAC sz6g legaldbb derckszig, de nem egyenesszog, akkor AB = AC.

Bizonyitas. Az ABC haromszog tengelyesen szimmetrikus, tehat egyenld szara, igy a két egyenld oldallal szemben
hegyesszog van. [

El6szor azt az esetet vizsgéljuk, amikor P-ben van harom kollinearis pont. E rész bizonyitasait is a fenti két d4bran
érdemes nyomon kovetni, igyekeztiink a jeloléseket megtartani.

2. Allitas. Tegyiik fel, hogy az A, B,C € P pontok ebben a sorrendben egy e egyenesen helyezkednek el, és E € P
az e egyenesen kivili pont. Legyen a = AB, ¢ = CB. Ekkor A és C esetleges megcserélése utin a kivetkezd négy
lehetdség eqyike dll fenn:

(1) a=c=EB és EA= EC. Ekkor A, E, C egy négyzet harom csicsa, B pedig a kézéppontja;
3
(2) EB=c¢, EA= EC = a. FEkkor az EAC, ECA szigek értéke g, és az AEC szdg értéke g;

(3) FA=EB=c és EC = a+ c. Ekkor ABE és ACE két hasonld, eqyenld szdri hdromszdg, melyek szdrszoge g;

2
(4) FA=a, EB=c és EC = a+ c. Ebben az esetben az ACE és BEC szig g, az ABE és AEB szdg TW, a CAE
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Megjegyezziik, hogy a (2) pontban leirt ABCFE konfiguracio a (h) abran is lathatoé (ugyanazzal a jeloléssel), a (4)
pontban leirt ABC'E konfiguracio a (k) abran talalhato meg, szintén ugyanazzal a jeloléssel, végiil a (3) konfiguracio
is rajta van a (h) 4bran, mind DBCE, mind ABCG ilyen.

Bizonyitas. Mivel az FBA és EBC szogek Osszege w, az A és C esetleges cseréjével feltehets, hogy az EBC
haromszogben B-nél legalabb derékszog van. Az 1. Allitas miatt tehat FB = ¢ adodik, és EC > c. Mivel az AEC
szOg nagyobb, mint a BEC = BCE sz0g, ezért az AEC haromszogben AC > AFE. Ez a haromszog egyenls szaru és
igy vagy FA = EC, vagy EC = AC = c+a.

Tegyiik fel, hogy FA = EC. Ekkor a CAE, ACE, BEC szogek egyenlok, és az ABE sz6g ennek kétszerese (a
BCE haromszog kiils6 szoge). Ezért az ABE haromszogben az A csicesal szemkozti oldal kisebb, mint a B csucesal
szemkozti. Ez a haromszog egyenld szaru, és igy vagy a = AB = BE = BC (ekkor kapjuk az (1) esetet), vagy
a = AB = AFE (ekkor kapjuk a (2) esetet).

Ha nem FA = EC, hanem EC = AC = a + c teljesiil, akkor a CAE és CE A szogek lesznek egyenlSk. Ez utobbi
nagyobb, mint a BEA sz0g, és ezért az ABE haromszogben ¢ = EB > AB = a. Ez is egyenl6 szara haromszog, tehat
vagy EA = EB = c¢ (ekkor kapjuk a (3) esetet), vagy EA = AB = a (ekkor pedig a (4) esetet). Mind a négy esetben
trividlisan kiszamolhatjuk a felsorolt szogeket. O

3. Allitas. Tegyiik fel, hogy az A,D,B,C € P pontok ebben a sorrendben egy e egyenesen vannak, és E € P az
e egyenesen kivili pont. Ekkor ABCE az €ldz6 dllitds (2) pontjdban leirt alakzat, és D a B pont tikirképe az AC
felezdpontjdira (ldsd a (h) dbrdt). Ha P nem kollinedris, akkor egy egyenesen legfeljebb négy pontja lehet.

Bizonyitas. Jelolje F' az E merdleges vetiiletét e-re. Az el6z8 allitas szerint mindkét F' kezdSpontu (zart) fél-
egyenesen legfeljebb két pont lehet P-beli (hiszen F mindegyik el6z6 allitasbeli konfiguracioban az AC szakasz bels6
pontja). Tehat F' a DB szakasz belss pontja, és mind DBCE, mind BDAFE az el6z6 allitasban leirt (2), (3), vagy (4)



tipusu konfiguracié. Az EBD szog meghatarozza mindkét konfiguracio tipusat, tehéat a két tipus ugyanaz (és igy egyik
a masiknak tiikorképe az EF egyenesre). Emiatt EB = ED, és akkor mindkét konfiguracio (3) tipusa. O

4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy P egy 3-szimmetrikus halmaz, melynek van hdarom kollinedris pontja, de nem
kollinedris. Ekkor P része a tételben felsorolt alakzatok valamelyikének.

Bizonyitas. Legyenek A, B,C € P ebben a sorrendben egy e egyenes pontjai. Keressiik meg az Gsszes lehetséges
E € P pontot az e egyenesen kiviil.

ElGszor azt vizsgaljuk, hogy mikor lehet az ABC pontokhoz az e egyenes ugyanazon oldaldn két killonbozé E pontot
illeszteni. A 2. Allitasban szereplé négy alakzat hasonlosag erejéig egyértelmiien meghatarozott. Ezért ha megadjuk
az A, B, C pontokat, akkor az F pontot (az e egyenes megadott oldaldn) ez egyértelmien meghatarozza. Mivel a
2. Allitas megengedi az A és C cseréjét is, igy elvileg kétszer négy E pontot illeszthetiink ABC-hez.

Azonban nem minden ABC pontharmashoz lehet E pontot illeszteni, hanem csak azokhoz, ahol az BC szakaszok

aranya megfelels. Ez az arany a 2. Allitasban szerepld négy alakzat esetében mas és mas. Ha meg a C BA pontokhoz
keressiik az E pontot, akkor a fenti arany reciprokat kell tekinteni. Az egyetlen lehetséges egybeesés az, amikor az ABC,
illetve C BA pontharmasok egyikéhez (2) tipust, a masikhoz (3) tipust alakzatot illesztiink (e ugyanazon oldalara).
Igy a (h) abran is szerepls F, illetve G pontokat kapjuk, ez a (g) konfiguracio, ami tehat az egyetlen, ahol e egyik
oldalan legalabb két pont szerepel.

AB
Masodszor azt vizsgaljuk, hogy az egyenes két oldaldn egyszerre milyen E pontok lehetnek. Az BC arany meghaté-

rozza, hogy milyen tipusu alakzatot épithetiink ABC-re, illetve C BA-ra. A tipusokat ismét nem lehet keverni, kivéve,
hogy a (2)-nek megfelels alakzathoz hozzatehetjiik a (3)-nak megfelels alakzatot az egyenes tuloldalara. Ekkor kapjuk
a tételbeli lista (f) elemét (a (k) abran ABCEU). A 2. Allitasban szerepls (1) és (4) alakzatot, illetve a 3. Allitdsban
szerepls alakzatot is tiikrozhetjiik e-re, ekkor (d), (k), illetve (h) adodik.

Ahhoz, hogy tobb alakzat mér nincs, azt kell megmutatni, hogy ha e mindkét oldalan szerepel P-beli pont, akkor
mindkét oldalon legfeljebb egy szerepelhet, vagyis hogy a (g) alakzat tuloldalan mar nem szerepelhet pont. Mivel A, E,
G kollineéris, az eddig elmondottakat ABC helyett erre a harom pontra is alkalmazhatjuk (valojaban megcseréltiik B-t
E-vel és C-t G-vel). Igy az AEG egyenes B-t és C-t tartalmazo oldalan sem szerepelhet tobb pont. Mivel mindegyik
eddig kapott alakzatot tartalmazza az A pontban e-re emelt meréleges altal meghatarozott, C-t tartalmazoé félsik,
ezért az egész sikon nem lehet tobb pontja P-nek. [

Mostantol legyen P véges, 3-szimmetrikus halmaz, amelynek nincs harom kollinearis pontja. Elsének a négyszogeket
tekintjiik at.

5. Allitas. Tegyiik fel, hogy A, B,C, D € P négy kiillonbozd pont. Ekkor az ABCD alakzat az alabbiak valamelyike:
(1) egy egyenld szdri hdromszdg cstucsai, €s a korilirt kérének kézéppontja;
(2) egy rombusz négy csicsa;
(3) egy szabdlyos Gtszdg négy csicsa.

Ha a négy pont konvezx burka hdromszdg, akkor az elsd eset dll fenn. Ha négysziog, akkor az (1) és (2) esetben ABCD
szimmetrikus barmelyik olyan szégének a szdgfelezdjére, amely legaldbb derékszog.

Bizonyitas. Ismét az 1. Allitast hasznaljuk. Ha A, B, C, D koziil valamelyik, mondjuk D az ABC haromszog
belsejében van, akkor a D-nél 1évs harom darab szog (ADB, BDC, CDA) sszege 2w, és igy nem lehet kozottik két
hegyesszog. De akkor DA = DB = DC teljesil, és az (1) esetben vagyunk.

Feltehetjiik tehét, hogy ABCD egy konvex négyszog, amelynek nincs olyan csucsa, amely a tobbi harom cstcstol
egyenld tavolsagra van. Mivel a négyszog valamelyik szoge legalabb derékszog, van két szomszédos egyenld oldal,
mondjuk DA = AB = a. Ha a négyszdg nem rombusz, akkor feltehetd, hogy példaul BC' # a, és mivel az A csticsbol
nem indulhat ki harom egyenld szakasz, AC # a. De az ABC haromszog egyenld szard, és igy AC = BC = b # a.
Mivel a C cstcsbol sem indulhat ki harom egyenld szakasz, CD # b. Az ACD haromszogben tehéat az egyik oldal a,
a méasik b # a, a harmadik nem b, tehat akkor csak a lehet, vagyis CD = a. A DBC héaromszoghdl tehat BD is a
vagy b, de a nem lehet, mert D-b6l sem indulhat ki harom egyenld szakasz. Tehat DB = b. A szigeket kiszamolva a
szabalyos 6tszoghoz jutunk.



Végiil az utolso allitds rombuszra nyilvanvalo, ha pedig az alakzat az ABC egyenls szard haromszogbdl, és a koré
irt kor O kozéppontjabol all, ahol AB = BC, akkor a konvexitas miatt ABC tompaszog, és OA = OB = OC miatt
az A és C csucsokndl hegyesszog van. Az O-nél nem biztos, de ez nem baj, mert a négyszog szimmetrikus OB-re. [

6. Allitas. A P halmaz vagy konvex helyzetd, vagy egy pontja kivételével egqy kiron fekszik, és a kivételes pont a
kor kozéppontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az O € P pont a P konvex burkanak belsejében van, és e konvex burok cstcsai
Ay, ..., A, € P. Az n szerinti indukciéval belatjuk, hogy O mindegyik A;-t6l egyenls tavolsdgra van. Ha n = 3,
akkor ez az 5. Allitasbol kovetkezik. Tegyiik fel, hogy az n-nél kisebb szdmokra igaz az allitas. Elég beldtni, hogy
OA; = OA,. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor O nem lehet az A; A3 As haromszog belsejében (hiszen n = 3-ra
tudjuk az allitast). Emiatt az A1 AsAy ... A, belsejében van, és igy az indukcids feltevés miatt O egyenls tavolsagra
van az Aj, As, A4, ..., A, mindegyikétsl. Ezt a gondolatmenetet ismételjiikk meg az A; As helyett az Az A,, atloval.
Ekkor latjuk, hogy az O tavolsdga As,..., A,-tdl is ugyanaz. De akkor OA; = OA, = OAs. Ez az ellentmondas
bizonyitja az allitast. [

7. Allitas. Ha o P halmaz legaldbb telemi, akkor része eqy szabdlyos 6tszog csicsai és a kozéppontja dltal alkotott
alakzatnak.

Bizonyitas. Legyenek A, B, C szomszédos cstucsai P konvex burkénak tgy, hogy ABC' legalabb derékszog (ilyen
létezik, hiszen a 6. Allitds miatt a konvex burok legalabb négyszog). A P halmaznak az A, B, C-n kiviil van még
legalabb két pontja. Mivel az ABC' szog f felez6jén (mint minden egyenesen) legfeljebb két P-beli pont lehet, melyek
koziil B az egyik, van olyan X € P (és X # A,C), ami nincs ezen a szogfelez6n. Egy ilyen X pont nem lehet az
ABC koré irt kor O kozéppontja (mert O az f-en van). Igy a 6. Allitas miatt ABCX konvex négyszog. Mivel ABC
legalabb derékszog, és X nincs f-en, az 5. Allitas utolsé mondata miatt ABCX egy szabélyos 6tszog négy csucsa.
Tehat az X pont az ABC haromszoget tartalmazo szabalyos 6tszog masik két D és E cstcsanak valamelyike (vagyis
D és E egyike, mondjuk D benne van P-ben). Az eléz6ek szerint P-nek ezen 6tszog csticsain kiviil mar csak f-en lehet
pontja (a B-n kiviil legfeljebb egy). Tegyiik fel, hogy Y ilyen pont, azt kell megmutatnunk, hogy ¥ = O. Ha ez nem
igaz, akkor O ¢ P, és igy a 6. Allitas miatt P konvex, vagyis ha F jeloli az AD és CE 4tlok metszéspontjat, akkor Y
az F-bol kiindulo, B-t nem tartalmazo félegyenesen lehet csak. De akkor ABY nem egyenl$ szart haromszog (mert
ABCF rombusz, amelyben a szgei miatt BA = AF < BF, és igy Y A és Y B is nagyobb, mint AB). Ezzel az &llitast
és a tételt is belattuk. 0O

Altalanositasok

Természetes moédon vetGdik fel a kérdés, vajon mit mondhatunk azokroél a sikbeli ponthalmazokrél, amelyeknek
minden négyelemi részhalmaza tengelyesen szimmetrikus. Vagy altalanosabban, valamely rogzitett k£ szam mellett
megkérdezhetjiik, mely ponthalmazok lesznek k-szimmetrikusak, azaz olyanok, hogy barmely k-elemt részhalmazuk
tengelyesen szimmetrikus.

Alabb kovetkezik néhany példa nem-kollinearis, k-szimmetrikus halmazokra, amelyeket — tetszéleges k mellett —
némi keresgélés utan barki konnyen megtalalhat. Erezhets, hogy ilyen halmazok kereséséhez tigy érdemes hozzafogni,
hogy a k szamot nem tartjuk rogzitve, hanem (elGszor) azt koveteljiik meg, hogy a keresett ponthalmaz barmely elemét
elhagyva a maradék tengelyesen szimmetrikus legyen. Nevezziik az ilyen halmazokat egy hijan szimmetrikusnak.

Az alabbi sikbeli ponthalmazok kénnyen lathaté modon mindannyian egy hijan szimmetrikusak:

(a) egy szabélyos sokszog Osszes csucsa,;

(a') egy szabalyos sokszog Osszes csticsa és a kdzéppontja,;

(b) egy csucs kivételével egy szabélyos sokszog Osszes csicsa;
)

(b') egy cstcs kivételével egy szabalyos sokszog Osszes csiicsa és a kozéppontja;



(¢) két merdleges egyenesen mindkét egyenesre nézve tengelyesen szimmetrikusan elhelyezkedd pontok;

(d) néhany kozos kozéppontu (és kiilonbozé méretl) szabalyos m-szog és 2m-szog csicshalmazanak egyesitése ugy,
hogy a sokszogek rendszerében szereplé m-szogek szimmetriatengelyei kozosek (tehat az m-szogek kétféle allasaak
lehetnek), és a 2m-szogek csucsai illeszkednek az m-szogek szimmetriatengelyeire (és igy a 2m-szogek csak egyféle
allastak lehetnek);

(d") egy (d) alatt leirt pontrendszer a sokszogek kozos kozéppontjaval egyiitt.

Eszrevehetjiik, hogy az itt felsorolt ponthalmazok koziil az (a) és (a') alattiak kettd hijan szimmetrikusak is, azaz
béarmelyik két pontjukat elhagyva a maradék pontrendszer tengelyesen szimmetrikus.

Van-e még a felsoroltakon kiviil véges, nem-kollineéris, egy hijan szimmetrikus ponthalmaz a sikon? Bebizonyithato,
hogy nincsen. Ennek az igazolasat feladat formajaban az érdekl6ds olvasora hagyjuk, megtoldva azzal, hogy a ketts
hijan szimmetrikus halmazokbol sem lehet az imént emlitettektd] kiilonbozst talalni.

Feladatok:

(1) Bizonyitsuk be, hogy a sik bdrmely legaldbb ételemi, véges, eqy hijdn szimmetrikus részhalmaza a fenti (a)—(d')
példak valamelyike.

(2) Bizonyitsuk be, hogy a sik barmely legaldbb hatelemd, véges, kettd hijin szimmetrikus részhalmaza a fenti (a) és
(a') példik egyike.

Ezeket az eredményeket felhasznalva konnyen nyerhetiink teljes attekintést minden k-ra a sik k-szimmetrikus
ponthalmazairél. Példaul rogton kovetkezik az a tétel, hogy k > 4 esetén ha egy k-szimmetrikus ponthalmaz legalabb
(k + 3)-elemi, akkor kollinearis.

Erdekes kérdés végiil az is, hogy ha az egy hijan (vagy kettd hijan) szimmetrikus ponthalmazok keresésekor nem
korlatozodunk véges halmazokra, milyen ujabb példdkat kaphatunk. (Ilyenek példaul egy korvonal vagy egy korlemez
Osszes pontjabol, vagy a sik Osszes raciondlis koordinataju pontjabol allé6 halmazok, és még sok mas, hasonlé médon
nyerhet példa.) Ezeknek a halmazoknak az attekintése és leirasa szintén az érdekl6d6 olvasora var.



