Fizikai alkalmazasok

Cikkiink els6 részében bemutattuk a Monte-Carlo-modszer alapjait és néhany egyszerd matematikai alkalmazasat.
Ezt az eljarast — tobbek kozott — a fizikusok is nagyon sok teriileten hasznaljak. A szamos fizikai alkalmazas koziil a
tovabbiakban két példat fogunk bemutatni.

Stlypont meghatarozasa. A kozépiskolas fliggvénytablazatban megtalalhat6 a sulypont meghatérozasanak modja,
és néhany specialis alakzatra zart alakban megadhatd képleteket is felirhatunk. (Példaul egy r sugart, homogén
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tomegeloszlasa félkor alaka lap sulypontja a kdzépponttol Sl tavol van.) Bonyolultabb alakzatokra mér igen nehéz

kiszamitani a sulypont helyét, az altalaban csak integralszamitassal hatdrozhaté meg.

Tekintsiik példaul az L. rész 4. dbrdjdn lathato, kalapfiiggvénynek nevezett alakzatot. Az egyszertiség kedvéért most
csak olyan sikbeli alakzatokat vizsgalunk, amelyeknek van szimmetriatengelye. A kalapfiiggvény szimmetriatengelye
az [a, b] = [0, 7] intervallumon az x = /2 fiiggsSleges egyenes, igy nyilvanvalo, hogy a sulypont vizszintes koordinataja
w/2. A fiigg6leges koordinatat azonban mar nem tudjuk elemi tton kiszamitani.

Az altalanos modszer szerint felosztjuk az alakzatot sok kicsi részre, melyek tomege m;, és elegendGen finom
felosztés esetén a sulypont fligg6leges helyét a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:
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A nevezs aranyos az alakzat teriiletével. Cikkiink I. részében Monte-Carlo-moédszer segitségével mar kiszamitottuk a ka-
lapfiiggvény teriiletét: A ~ 1,219. A fenti képlet szamlalojat is kiszamithatjuk a Monte-Carlo-mddszerrel. Generaljunk
egy x és egy y véletlen szamot a [0, 1] intervallumban. Az x — a7 és y — My transzformacioval az (z, y) koordinataju
pont a 7 és M oldalhosszisagi téglalapba fog esni (M a kalapfiiggvény maximuma: M = sin?(1) = 0,7081). Ekkor a
kovetkez6 igen egyszerd algoritmussal szamithatjuk ki a fenti képlet szamlalojat:

if (y < £(x) ) then
S=S+y
N_be = N_be + 1
endif

Az algoritmust Ngsg, alkalommal végrehajtva a fenti képlet szamlalojat az SMm/Ness, értékkel kozelithetjiik. Itt
Npe azoknak az (x,y) pontoknak a szamat jeloli, amelyek az f(z) ala esnek. Cikkiink I. részében lattuk, hogy a
gorbe alatti teriiletet kozelitéleg az A = MmNy /Npss, kifejezés alapjan hatarozhatjuk meg. Igy a stlypont fiiggsleges
koordinatajat az
)
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képletbdl szamithatjuk ki. Ne felejtsiik el az S és Ny, valtozokat nullazni a ciklus elején! Természetesen a fenti prog-
ramrészletet a hasznalt programnyelv szabdlyai szerint esetleg at kell irni. Erdemes megjegyezni, hogy a stlypontnak
a Monte-Carlo-moédszerrel torténd kiszamitasdhoz nem volt sziikség a gorbe alatti teriiletre.
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1. dbra. A kalapfiiggvény sulypontja Monte-Carlo-modszer alapjan. A szaggatott vonal az egzakt értéket jelzi

Integralszamitéassal a sulypontra a pontosnak mondhaté ys = 0,274 975 értéket kapjuk. Az 1. dbrdn a sulypontnak
kiilonb6z6 szamu kisérletekbdl kapott értékeit abrazoltuk, és feltiintettiik az egzakt értéket is (szaggatott vonal).
Lathato, hogy Nissz = 10° kisérlet esetén mar nagyon jol egyezik a ,mérésiink” a pontos értékkel (0,02%-0s az eltéres).
Ising-modell. Egyes anyagok mégneses tulajdonsagokkal rendelkeznek. Mar az 6kori gorogok ismerték azokat a Mag-
nezia kornyékén talalhato ,koveket”, melyek vonzzak a vasat. Egészen a XX. szazadig, a kvantummechanika térvénye-
inek felismeréséig nem sikeriilt kielégitGen magyarazni az anyagok magneses viselkedését. Az Ising altal kidolgozott



modell fontos el6relépést jelentett ebben a kutatasban. Ezen egyszerisitett modell szerint az anyagban 1évd kis mag-
nesek (mai ismereteink szerint az atomok spinjei) két allapot valamelyikében lehetnek: vagy azonos, vagy ellentétes
irdnyban allnak a kiils6 magneses térhez képest.

Képzeljiik el, hogy a kis magnesek egy négyzetracs pontjaiban helyezkednek el. Feltessziik, hogy a négyzetracs
i-edik racspontjaban egy kis magnes (spin) van, melynek értéke S; = +1, attol fiiggben, hogy a spin azonos vagy
ellentétes irdnyu a kiils6 H térrel:

s {1, ha 1
—1, ha |.

A spinek egyik lehetséges beéllasa lathatd a 2. d@brdan. Az egyes magnesek ,érzik” a tobbi magnes pillanatnyi iranyat,
més szoval a spinek kdlesonhatnak egyméssal. A modellben csak a kozvetlen szomszédok (tn. elsGszomszédok) kozti
kolesonhatést vessziik figyelembe, a tavolabbi magnesek egymasra hatésait elhanyagoljuk. Igy minden racspontban a
spin a 4 els6szomszédjaval hat csak koleson. A kiils6 H magneses tér igyekszik a spineket a tér iranyaba allitani. A fenti
kolesonhatéasok alapjan a rendszer teljes E energidjat a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

E=-JY SS;—HY_ S,
(i.3) i

ahol J a szomszédos spinek kozti kélcsonhatés erésségére jellemzé szam, melyet csatolasi allandénak szoktak nevezni.
Az els6 tagban az Osszegzést csak az elsGszomszédokra vessziik, erre utal a (,) jelolés.
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2. dbra. A spinrendszerek Ising-modellje. A kiils6 H méagneses térhez képest a spinek vagy azonos, vagy ellentétes
irdnyban allnak

L

A rendszer M magnesezettsége az Osszes spinvaltozo Osszege (vagy ezzel az Osszeggel aranyos):
M=>"5.
i

Hiitsiik le a rendszert (gondolatban) abszolut zérus fokra, és fokozatosan kapcsoljuk ki a kiils6 magneses teret is! Ekkor
a rendszer alapéllapotba (a legalacsonyabb energiaju, masszoval energetikailag ,legkedvezsbb” allapotba) keriil. Ha a
J csatolasi allandé pozitiv, akkor energetikailag az a kedvezd dllapot, ha minden spin azonos iranyba all (hiszen ebben
az esetben a szomszédos spinek szorzata +1), tehat egy rendezett allapot alakul ki. Alapallapotban és J > 0 esetén a
rendszer magnesezettsége maximalis. Ezt az anyag ersen mégneses, ferromdgneses allapotanak nevezik.

A homeérséklet novelésével egyes spinek ,atbillennek” az ellentétes iranyu allapotba, és igy lecsokken a rendszer
magnesezettsége. Egy bizonyos T, h6meérsékletérték utan — kiils6 magneses tér nélkiil — atlagosan a spinek fele felfelé,
masik fele lefelé all: a rendszer M mégnezettsége zérus lesz. Ezt a h6mérsékletet kritikus hGmérsékletnek nevezik, és
Pierre Curie francia fizikus kutatésai nyoman Curie-h6mérsékletnek is hivjdk. A hémeérséklet teljesen ,szétzilalja” a
rendezett allapotot még zérus H tér mellett is. T, alatt a rendszer magnesezettsége véges értékd, mig T, folott zérus.
Ez a jelenség (a sok tekintetben hasonlé halmazallapotvaltozasokkal egyiitt) a fazisatalakulasok csaladjahoz tartozik.
Ezen egyszerd modell alapjan is megérthetjiik fizikailag, hogy miért veszti el egy magnes a magnesességét, ha ttizbe
dobjuk. A magnesezettség hémérsékletfiiggesét (vazlatosan) a 3. dbra mutatja.
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3. abra. Ising-modell magnesezettségének hémérséklettsl valo fliggése kiilonbozs kiilsé magneses terek esetén

Erdemes megjegyezni, hogy ha a .J csatolasi allandé negativ, akkor alapallapotban és H = 0 esetén a szomszédos
spinek ellentétes irdnyban allnak (ekkor két szomszédos spin szorzata —1), mas szoval egy ,sakktablaszerd” allapot
alakul ki. Az ilyen (a természetben is megfigyelhets) rendszereket antiferromdgneseknek nevezik.

Tovabbiakban egy, a Monte-Carlo-moédszeren alapuld algoritmust mutatunk be, mellyel meghatarozhatjuk a 3. db-
rdan lathato magnesezettségnek homérséklettdl és a kiils6 magneses tértdl valo fliggését. Az algoritmust elGszor N. Met-
ropolis gorog szarmazast amerikai matematikus alkalmazta spinrendszerekre a mult szazad kozepén, és azéta Metropolis-
algoritmusnak is nevezik [1]. A spineket gondolatban egy négyzetracsra helyezziik a 2. dbrdnak megfelelGen, és peri-
odikus hatarfeltételt alkalmazunk. Ez azt jelenti, hogy a teljes négyzetracsot periodikusan ismétlédének képzeljiik a
négyzet oldaléleinek irdnyaban, vagy ami ezzel egyenértéki: a négyzetracsot egy toruszra (kerékparbelss alaku feli-
letre) rajzoljuk. Ezzel a ,trikkel” azt érjik el, hogy az eredeti négyzet szélein 1évs spineknek is négy elsGszomszédja
legyen, tehat egyenértékiiek legyenek a racs belsejében talalhaté tarsaikkal.
sékletnek megfelel§ rendezett allapotot, az alapallapotot kiindulasi konfiguracioként. Ezutan a kovetkezs lépéseket
ismételjiik:

1. Véletlenszertien kivalasztunk egy spint. Kiszamitjuk, hogy az atforditasaval mennyit valtozna meg a rendszer

energidja. Legyen ez az energiavaltozas AF.

2. Kiszamoljuk annak valészintségét, hogy 7" hémérsékleten a kivalasztott spin atfordul az ellentétes irdnyu alla-
potba. Ez a valoszintiség (az un. atmeneti valoszintiség) az alabbi képlettel adhaté meg:

1, ha AF <0
W=14 ae

ekT , ha AFE >0,
ahol k£ a Boltzmann-allandot jeloli.

3. Generalunk egy r véletlen szamot a [0, 1] intervallumon. Ha azt tapasztaljuk, hogy r < W, akkor megforditjuk a
kiszemelt spint, kiilonben nem valtoztatunk az allasén.

4. Visszatériink az 1. ponthoz.

Belathato, hogy a fenti algoritmussal elegendd szamu ciklus utan a magnesezettség beall valamekkora (M) egyen-
stlyi értékre, melyet a T hémérséklet és a kiils6 H magneses tér hataroz meg. Bizonyos szamu iteraciora (idére) mindig
szitkkség van, hogy elérjitk az egyensulyi allapotot. Ez az allapot Tpe id6 (az tn. relaxacios id6) utan all be. Az id6t
Monte-Carlo-1épésekben (MCS) szoktak szamolni. Egy MCS az az id6, ami alatt dtlagosan minden spint egyszer kiva-
lasztunk az iteraciok soran. A 4. dbrdn a magnesezettség tipikus id6beli valtozésa (a ciklusok szamatol valo fliggése)
lathato.
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4. dbra. A magnesezettség id6beni fliggése az iterdciok soran MCS egységekben



A relaxécios id6t tapasztalat utjan allapithatjuk meg. Ha az M méagnesezettség méar nem valtozik jelentGsen, csak
kissé ingadozik, akkor elértiik az egyensulyi allapotot. Ekkor az atlagos (M) mégnesezettséget tgy hatérozhatjuk
meg, hogy bizonyos gyakorisdggal kiszamoljuk M értékét, és vessziik ezek atlagat. A homérséklet véltoztatasaval
vizsgalhatjuk az atlagos magnesezettség viselkedését, ,méréseinkkel” meghatarozhatjuk annak hémérsékletfiiggését.

A fenti kétdimenzios végtelen Ising-modell viselkedését els6ként L. Onsager 2] szamolta ki analitikusan (kozelités-
mentesen, zart alakban) kiils6 magneses tér nélkiili esetben. A rendszer kritikus hémérséklete kT, = 2,27J. Az egrakt
megoldas ismeretében lehetdség van a Monte-Carlo-moédszer pontossaganak tanulméanyozaséara. Jelenleg nem ismere-
tes analitikus megoldéas harom dimenzioban (vagyis térbeli racsokra), Monte-Carlo-médszerrel azonban mar alaposan
tanulmanyoztik ezeket a rendszereket is.

A Monte-Carlo-moédszer alkalmazasandl figyelni kell a lehetséges hibaforrasokra. Példaul a rendszer véges mérete
miatt a kritikus hémérséklet sikbeli racsoknal nem egyezik meg az ismert elméleti értékkel. Ilyenkor vizsgélni kell, hogy
hogyan fiigg a véges méretd mintan kapott kritikus hmérséklet a minta méretétdl, és ebbsl tudunk kovetkeztetni a
végtelen rendszerre.

A masik gyakori gond a ,,jo” véletlenszamgenerator. Eléfordul, hogy a generator egymést kovets szamai nem teljesen
fiiggetlenek egymastol; ekkor biztosan hibéas eredményeket kapunk. Rendkiviil fontos tehat a véletlenszdmgenerator
tesztelése.

Végezetiil megemlitjiik, hogy viszonylag egyszertien programozhat6 problémak talalhatok [3] cikkben.

Koszonetemet szeretném kifejezni kollégaimnak, Kertész Janosnak és Vicsek Tamdsnak, akik megismertettek a
Monte-Carlo-moédszerrel, Geszti Tamdsnak és Pollner Péternek a hasznos tanacsaikért, valamint egyetemi hallgato-
imnak, Koltai Jinosnak, Pafka Szildardnak és Szics Jozsefnek, akik segitségemre voltak ebben a munkaban.
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