A munkara fogott véletlen
I. rész

A pécsi Zipernowsky Kdroly szakkiozépiskolai tandrom,
Balog Jozsef tiszteletére

Cserti Jozsef
ELTE Komplex Rendszerek Fizikaja Tanszék

A Monte-Carlo-modszer

Mindennapi életiinket gyakran befolyasoljak a véletlen események. Jol tudjuk, hogy a jatékkaszinokban a véletlen
alapvets szerepet jatszik. Szamos véletlen jelenséget figyelhetiink meg a kdrnyezetiinkben is (példaul a hegyére alli-
tott ceruza dolési iranya). A természetben is szamtalan véletlen jelenséget ismeriink. Egy tartalyban 1év6 gazatomok
véletlenszertien mozognak. Az atommagok bomlésa is véletlen folyamat.

A véletlen segitségével kozelitleg meghatarozhatjuk a m értékét. Dobjunk rizsszemeket (véletlenszertien) egy a olda-
la négyzetlapra, amelybe egy a a&tmeérGji kort is berajzoltunk! Végezziink N szamu kisérletet (csak azokat a dobasokat
tekintjiik, melyeknél a rizsszemek nem esnek ki a négyzetbdl), és szamoljuk meg hany esik a korbe! Jeloljik ezek
szamat Ng-val! Ekkor az Ny /N ardny nagy szamu kisérlet (N > 1) esetén jo kozelitéssel megegyezik a kor és a
négyzet teriiletének aranyaval, azaz Ny, /N = (a/2)*n/a® = 7 /4. Igy a 7 értéket m ~ 4N} /N alapjén szdmithatjuk ki.
Természetesen ez moédszer nem adja meg pontosan a 7-t. Minél tobb kisérletet végziink, annal pontosabb eredményt
kaphatunk, feltéve, hogy a rizsszemek valéban véletleniil esnek a négyzetre.

A fenti kisérletet nem sziikséges a valosagban elvégezni. A szamitogéppel egyszert programot irhatunk. Sziikségiink
van egy jo véletlenszam-generatorra. Ma mar szamos program létezik, mely a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasban
generdl véletlen szamokat. Generaljunk egymads utan kettst, és jeloljiik ezeket z-szel ill. y-nal! E két szdmhoz (mint
szamparhoz) egy pontot rendelhetiink a koordinata-rendszer els6 negyedében (rizsszem helye a dobas utén). Ha a pont
tavolsagara igaz, hogy x° + 1% < 1, akkor a pont az egységsugart koron beliil van. Tegyiik fel, hogy a fenti algoritmust
N-szer elvégezve N szamu esetben esik a pont a koron beliil. Hasonloan a rizsszemek esetéhez most is a 4Ny, /N arany
kozeliti  értéket.

Az alabbi tablazatban egyre névekvs szamu kisérlet soran kapott (kozelits) m értéket és a hibat tiintettiik fel
(a pontos érték 9 tizedesjegyre m = 3,141592654).

N I relativ hiba % -ban
10 | 3,6 14,6

102 | 3,16 0,6

10% | 3,108 1,1

10* | 3,127 0,5

10° | 3,135 0,2

10° | 3,141 0,02

107 | 3,14155 0,001

Lathato, hogy N ndvelésével egyre pontosabb értéket kapunk m-re. Mar néhany szazezer kisérlet is elég m-nek
két tizedesjegy pontos kiszamitasara. A mai szamitogépekkel akar 107 szamu kisérlet is egy percen beliil elvégezhetd.
Erdemes kiprobalni!

Teljesen véletlen jelenséget felhasznalva egy jol meghatarozott mennyiség értékét sikeriilt kozeliteni. A fenti mod-
szert tovabb lehet fejleszteni, és igy rendkiviil bonyolult feladatok megoldasra hasznélhatjuk a véletlent. Az eljarast
a Monte-Carloban talalhat6é nevezetes kaszindkra utalva, Monte-Carlo-moédszernek hivjak és kiterjedten alkalmazzak
mind a matematikiaban, mind a fizikdban. A Monte-Carlo elnevezést Metropolis és Ulam hasznaltak elGszor egy 1949-es
cikkiikben arra utalva, hogy a moddszerhez sziikséges véletlen szamokat akir egy jatékkaszind jatékeredményeibdl is
vehetnénk. A gyakorlatban viszont a véletlen szimokat a szamitoégépek maguk allitjak el. A modszert mar a szazad
elején is hasznalta néhany statisztikus, de a Monte-Carlo-moédszer csak akkor indult igazan fejlédésnek, amikor Neu-
mann, Ulam és Fermi atommagreakcidkra vonatkozé bonyolult matematikai problémak szamitégéppel torténs kozelits
megoldasara hasznaltak.

Sok esetben a feladatokat csak kozelitések alkalmazasaval lehet megoldani. Szerencsére legtobbszor nincs is sziiksé-
gilink nagyon pontos értékekre. Ilyenkor gyakran igen hatékonynak bizonyul a Monte-Carlo-modszer. A tovibbiakban
néhany példat szeretnénk bemutatni a modszer alkalmazasara a matematikiban és a fizikiban. Igyekeztiink olyan
problémakat valasztani, melyeket a mai szdmitogépes lehetGségek mellett kozépiskolai szinten vizsgalhatunk.

Matematikai alkalmazas
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1. dbra. Egy f(x) figgvénynek a gorbe alatti teriilete az [a, b] intervallumon

Gyakori feladat egy gorbe alatti teriilet meghatarozéasa. Az 1. débrdn lathato f(z) fiiggvénynek az [a, b intervallumon
a gorbe alatti A teriiletét tgy hatarozhatjuk meg, hogy az [a,b] szakaszt felosztjuk N egyenls Az = (b — a)/N
hossztsagu intervallumra, és a teriiletet az Gn. téglanyosszeggel kozelitjiik:

N
AmY  flx)A,
i=1

ahol x; az i-edik intervallum kozepe. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a fliggvény pozitiv az [a, b] szakaszon, és
legyen a fliggvény legnagyobb értéke M ezen a szakaszon. A téglanyGsszeg annél pontosabb, minél nagyobb N. Ez az
eljaras a legismertebb (és legegyszeriibb) modszer egy fiiggvény gorbe alatti teriiletének meghatéarozasara. A 2. dbrdn

lathato f(z) = sin® | — ) fiiggvény azonban nagyon gyorsan oszcillal az origo koriil, és igy a teriilet kielégitG pontossa-
x

gu kiszamitasdhoz nagyon nagyra kellene valasztani N értékét. A gyorsan valtozoé fliggvények gorbe alatti teriiletét a
Monte-Carlo-médszer segitségével hatékonyabban becsiilhetjiik meg. Ismét ,rizsszemek” dobélasat alkalmazzuk. Gene-
raljunk egy x véletlen szamot (altalaban az egyes programnyelvekben talalhaté olyan véletlenszam-generator, mely a
[0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasban ad egy véletlen szamot)! Ekkor az x — a + 2(b — a) transzformacioval a ka-
pott véletlen szdm az [a, b] intervallumba keriil. Generaljunk egy masik y véletlen szamot! Az y — yM transzformacio
utén az y véletlen szam a [0, M] intervallumba esik. Tekintsiik a két szamot egy pont (z,y) koordinatainak! Ez a pont
az 1. dbrdn lathaté (b — a) és M oldalhosszisagu téglalapon beliil talalhatd. Ha viszont a pont (z,y) koordinataira
teljesiil az y < f(x) egyenl6tlenség, akkor a pont (rizsszem) az f(x) gorbe ala esik.
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2. dbra. Az f(z) = sin®(1/x) fiiggvény szamitogéppel készitett grafikonja. A fiiggvény erdsen oszcillal 0 és 1 kozott,
ezeket az értékeket azonban a szamitogépes program ,véges felbontasa” miatt a gdrbe néha nem éri el. Ez pusztan
egy numerikus probléma, amelyet az sem old meg, ha a gérbe k6zéps6 tartomanyat kinagyitjuk (jobb oldali abra)

Ismeételjiik meg a fenti midveletsort Nyss, alkalommal, és szamoljuk meg hanyszor esik az adott pont a gorbe ala.
Jeloljiik ezeknek az eseményeknek a szamét Npe-vell Elegenden sok kisérlet utdn azt varjuk, hogy a fliggvény gorbe
alatti A teriiletének és az M (b — a) teriiletd téglalapnak az arénya jo kozelitéssel megegyezik az Npe/Nsss, arannyal,
és igy
Nbe
Nbssz '

Alkalmazzuk a fenti Monte-Carlo-mddszert a 2. dbrdan lathato fliggvényre! Kiszamitottuk a gorbe alatti teriiletet
az [a,b] = [0, b] intervallumon tgy, hogy b értékét 0 és 1 kozott valtoztatjuk. A kilonbo6zd szamu kisérlet soran kapott
eredmények a &. dbrdn lathatok. A gorbék teriiletét altalaban fels6bb matematikai modszerrel, az integralszamitassal
lehet kiszamitani. Ezt a modszert tekinthetjiik az egzakt, azaz pontos szamitasnak. Az &dbrakon berajzoltuk az igy
kapott eredményeket is a Monte-Carlo-médszer hatékonysaganak illusztralasa érdekében. Lathato, hogy Ngss; = 100
kisérlet esetén a Monte-Carlo-médszer még elég nagy hibaval kozeliti a pontos eredményt. Ugyanakkor Nsgs, = 10 000
kisérlet soran méar nagyon jo egyezést kapunk az integralszamitasbol nyert pontos eredménnyel.

A= M- a)
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3. dbra. Az f(z) = sin®(1/z) fiiggvénynek a gorbe alatti teriilete Ny, = 100
(bal oldali abra) és Nyss, = 10 000 (jobb oldali abra) kisérlet soréan.
Az egzakt eredményt a szaggatott gorbe mutatja

0,8

0,7F
0,6
0,5}
041
03}
02}
01}t

0

0 05 1 15 2 25 3

4. dbra. A  kalapfiiggvény”. A [0, 7] intervallumon a fiiggvény maximuma: M = sin®(1) = 0,7081

A tovabbiakban sziikségiink lesz a 4. dbrdn lathaté

f(z) = sin® (sin (z))

ykalapszert” fiiggvénynek a gorbe alatti teriiletére a [0, 7] intervallumon. Ez a teriilet a Monte-Carlo-moddszer alapjan
A =~ 1,2194, melyet
Nigss = 222 = 4194 304

szamu kisérlet elvégzése utédn kaptunk, harom tizedesjegy pontosan egyezik az integralszamitassal kapott A = 1,2191
pontos eredménnyel.

A Monte-Carlo-modszert rendkiviil sokféle teriileten hasznaljdk a fizikusok is. Cikkiink II. részében a véletlenen
alapul6 szamitési modszerek fizikai alkalmazasaibol mutatunk be néhanyat.



