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Autoézéas kozben bizonyéara mindenki keriilt mar kozlekedési dugoba. Talan arra az érdekes jelenségre is felfigyelt,
hogy dugéba hirtelen keriil az ember. Nyugodt és egyenletes haladés utan hirtelen észleljiik a torlodast, és az autd
vezetGje legtobbszor csak intenziv fékezéssel tudja elkeriilni a balesetet. Mer6ben mast tapasztalunk viszont, amikor
kiériink a dugobol. Egy dugo kétféleképp érhet véget:

1. Lassan araszolva elériink ahhoz a helyhez (atlezarashoz vagy egyéb akadalyhoz), ami a problémat okozza, és
onnan kezdve sajat temponkban tudunk haladni. Mi most nem ezzel a lehet&séggel szeretnénk foglalkozni.

2. A dugot kivalto ok hirtelen megsziinik, vagyis eljon az az iddpont, amikor az akadéaly magatol elttinik (pl. elhaladt
a diplomaciai kiildottség és a renddrség megnyitja az utat, vagy szabadra valt a vastti fénysorompo).

Minket a tovabbiakban ez a masodik eset érdekel. Az autok elindulnak, a dugoé lassan feloszlik. Erdekes moédon
az ilyen magatol ritkulé dugobol lassan lehet csak kijonni. Az ember azt veszi észre, hogy lépés helyett mar kocogd
sebességben megy a sor, aztan lassan felgyorsul harmincra, negyvenre, ... Percek is eltelnek, mire teljesen kijutunk a
dugobdl és felvessziik sajat menettemponkat. Miért viselkedik ennyire kiilonbozGen egy forgalmi dugo eleje és vége?
Mi a kiilonbség, hogyan lehetne ezt megmagyarazni?

A forgalom két alapvetd tulajdonsagat érdemes itt figyelembe venni. Az egyik, hogy az autovezeték nem egyfor-
mak, s6t még egy vezets is tobbféleképp reagéilhat hasonld helyzetekre. Van tehat a forgalomban egyfajta véletlenséy.
A masik, hogy az egymas el6tt halado autdk akaddlyozzdk egymdst. Ha sokan vannak az tton, az elGttiink levs auto
kozel van, akkor lassan tudunk csak haladni.

A kovetkezSkben bemutatunk egy egyszerii modellt, amelyben megtalalhatéd ez a két tulajdonsag. Megmutatjuk,
hogy mar ezzel az egyszerd modellel is képesek vagyunk megmagyarazni a dugoék eleje és vége kozotti kiillonbséget.

Az exponenciilis véletlen id6

Modelliinkben a véletlent furcsa vekkerek fogjak szolgaltatni, el6szor ezekkel ismerkediink meg. Ezek nem egy adott
id6pontra vannak beéallitva, hanem attél fogva, hogy a 0 idépillanatban bekapcsoljuk 6ket, elkezdenek mikodni, és egy
véletlentll kivalasztott pillanatban szolalnak meg. Ennek a véletlennek is vannak azonban (valoszintségi) szabéalyai.
Annak valoszintisége, hogy egy ilyen vekker a [0, ] idintervallumban nem szélal meg,
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ahol ,e” a természetes logaritmus alapszama, értéke koriilbeliil 2,718. (Itt az id6t alkalmasan vélasztott egységekben,
pl. masodpercekben mérjiik, tehat ¢ dimenziétlan.) Az ilyen tulajdonsagu véletlen id6t véletlen exponencidlis iddnek
nevezziik. Ez a véletlen id6 a szamologépek véletlenszam-generatoraval is jol modellezhetd: vegyiink egy 0 és 1 kozotti
véletlen szamot ([RND] vagy [RAN] gomb), ennek e alapt logaritmusét ([In] gomb), majd az eredmény ellentettjét

( gomb). Az eredmény olyan tulajdonsagu véletlen mennyiség, mint a véletlen exponencialis id6: egy adott ¢ > 0

szamnal éppen e~ ! valoszintiséggel lesz nagyobb.

Két fontos tulajdonsaga van az ilyen valoszintiségnek. Az els6 — amiért pont az 1/e alapot valasztottuk P (¢)-ben —
akkor deriil ki, ha a P (t) fiiggvényt kis pozitiv ¢ értékekre abrazoljuk. Tudomanyos szamologépiink gombja szolgal
az exponencidlis fiiggvény értékének kiszamitasara adott x helyen. Ennek hasznélataval konnyen meggy6zédhetiink
arrél, hogy t = 0 esetén
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és ez annal pontosabban teljesiil, minél kozelebb esik a ¢t szdm a nulldhoz. Ez tehat annak valészintisége, hogy kis ¢ id6
alatt nem szolal meg a vekker; ezért annak valosziniisége, hogy egy piciny ¢ id6én beliil megszolal: 1 — P (t) = t.

A masik tulajdonsaghoz tekintsiik azokat az eseteket, amikor az els¢ méasodpercben nem szélal meg a vekker. Az
ilyen esetek korében milyen valészind az, hogy az ezt kovetd s mésodpercben sem szoélal meg, vagyis az ilyen esetek
hanyad részében lesz még tovabbi s masodpercig cséndes a vekker? Igy is feltehetjiik a kérdést: hanyad része a P (1+s)
valoszintség P (1)-nek? Egyszerd szamolas mutatja, hogy
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Megéllapithatjuk tehat, hogy azon esetek korében, amikor 1 méasodpercig nem csordg a vekker, annak valészintsége,
hogy a rakovetkez6 s masodpercben sem csorog, ugyanannyi (nevezetesen P (s)), mintha a vekkert csak az els6 masod-
perc végén kapcsoltuk volna be. Az ilyen vekkernek tehat — a valodi ébreszt6oratol eltéréen — nincs memoridja: ha az
els6 masodperc végén ranéziink és azt tapasztaljuk, hogy még nem csorgott, akkor onnan kezdve ugyantigy viselkedik,



mintha csak most kapcsoltuk volna be. Természetesen ugyanezt 1 masodperc helyett barmely 7" idével is elmondhattuk
volna.

A fizikaban is talalkozhatunk ilyen tipusu ,orakkal”: egy radioaktiv izotop atom vagy egy ,elemi részecske” bomlésa
exponencialis véletlen ideig tart; ezek a részecskék annyira elemi objektumok, hogy ,nincs nekik memoériadjuk”. Ugyan-
csak exponencialis valoszintségeloszlast kovet a bicikligumik defektje is. Néha kifog a kerékpéros egy szoget az tton,
de ha bizonyos ideig elkeriilte a defektet, ett6l a ténytSl nem né meg (és nem is csékken) annak valoszintsége, hogy az
elkovetkezo t id6ben szogbe szalad. A kerékparguminak (ha az anyagénak oregedésétdl eltekintiink) nincs memoriéja,
emiatt a véletlenszerden elszort szogeket tartalmazd uton a gumidefekt valdszinilisége ugyanolyan képletekkel irhaté
le, mint az exponenciélisan véletlen id6ben megszo6lalo vekker.

A kovetkezokhoz egyszerre tobb vekkerre lesz sziikségiink. Mi torténik, ha tobb ilyen vekker ketyeg egyméas mellett,
egymastol fiiggetleniil? Tudjuk, hogy kicsiny ¢ idGtartam alatt egy exponencialis véletlen vekker kb. ¢ valoszintiséggel
szolal meg. Mi a valoszintsége, hogy egy piros és egy kék vekker koziil mindketts megszolal ¢-idén beliil? A valoszintség
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szorzodik (mint ahogy annak esélye, hogy két dobokockaval dobva mindketts hatost fog mutatni 66" %), tehat ez

a keresett valoszintség kb. t2. Kis ¢ érték esetén t* sokkal kisebb t-nél. Ezért annak valoszintsége, hogy mindkét vek-
ker megszolal ¢ id6tartam alatt, elhanyagolhaté annak valésziniiségéhez képest, hogy mondjuk a kék vekker megszolal
ezen id6tartam alatt (mondhattuk volna a piros vekkert is). Ha tobb vekkeriink van, akkor is elhanyagolhatjuk annak
valészintiségét, hogy koziiliik kettd is megszolal ¢ id6tartam alatt, annak valésziniiségéhez képest, hogy valamelyikiik
egyediil szolal meg a t id6tartamban. Annak esélye pedig, hogy harom vagy még tobb vekker is sz6l a [0, ¢] idSinterval-
lumban, még sokkal kisebb. Ezért tbb vekker alkalmazdsa esetén nem kell figyelembe venniink azt a lehetdséget, hogy
kicsiny t iddtartam alatt egynél t6bb vekker is megszdlal. (Ez természetesen nem pontos allitas, de precizzé tehets, és
megmutathato, hogy tovabbi gondolatmenetiink soran alkalmazhatoé.)

Ha C darab exponencidlis véletlen vekkeriink ketyeg egymas mellett, akkor mi az esélye, hogy kicsiny ¢ id& alatt
legaldbb egy megszoélal koziiliik? Lehet, hogy az els6 szélal meg, lehet, hogy a masodik, harmadik stb. Kiilon-kiilon
koriilbelill ¢ valoszintséggel szolalnak meg, és elhanyagolhatjuk azokat az eseteket, amikor ¢ id6 alatt tobb is megszolal
(ez lényeges!), ezért annak esélye, hogy kozilik legaldbb egy megszolal, kizelitdleg C - t.

Az ugrd golydk modellje

Most mar készen allunk arra, hogy felvazoljuk modelliinket az autokrol.

Képzeljiink el dobozokat egymas mellett egy koron elhelyezve, melyeket — N-t6l N-ig megszamoztunk. Az N-edik
doboz utan a —N-edik doboz kovetkezik, ezért N + 1 helyett mindig —N-t értsiink. Minden dobozban 0 vagy 1 darab
golyd lehet, de 2 vagy tobb goly6 nem fér egy dobozba. Kezdetben a dobozokba elosztunk M darab teljesen egyforma
golyot. A rendszer egy allapota azt irja le, hogy melyik dobozban van goly6 és melyikben nincsen. Minden doboz ala
képzeletben elhelyeziink egy-egy, egyméastol teljesen fiiggetleniil mikdds exponencialis véletlen vekkert. A szabaly a
kovetkez6: ha valamelyik doboz alatti vekker megszoélal, és a dobozban van golyd, a kévetkezs dobozban viszont nincs,
akkor a vekker f6lotti golyo atugrik a kovetkezs dobozba. Egyéb esetekben — azaz ha a megszolalo vekker {616tti doboz
iires, vagy nem iires, de a kovetkezd dobozban mar van egy golyé — a vekker megszoélalasara nem torténik semmi.
Mindegyik vekker a megszolalasa utan rogton elhallgat, és ujra készenléti dllapotba keriil (varja, hogy exponencialisan
véletlen id6 mulva megszolalhasson).

Milyen allapotai vannak egy ily modon inditott rendszernek? Az n-edik doboz allapotat (—N < n < N) jelképezze
Wn,:

] 1, ha az n-edik dobozban van golyo;
Wn = 0, ha az n-edik doboz iires.

Osszesen mindig M darab golyonk és —N-t6l N-ig szamozva 2N + 1 darab dobozunk van, igy rendszeriink allapotat az
olyan szam (2N + 1)-esek irjak le, melyekben M darab 1-es és 2N + 1 — M darab 0 talalhato. Péld4aul harom lehetséges
allapot a kovetkez:

-N 012 M N
w=(0, ...,0,1,1,...,1,1,0,0,..., 0),
w=(0, ...,0,1,1,...,1,0,1,0,..., 0),
w'=(0, ...,0,0,1,...,1,1,1,0,..., 0).

Az w allapotban az M darab goly6 az 1... M szamu dobozokban helyezkedik el. Ebbgl kozvetlen atmenet lehetséges
az w' allapotba az M-edik dobozban levs goly6 ugrasaval. Viszont csak sok lépésen keresztiil érhetd el az w” allapot,
melyben a golyok a masodik, harmadik, ..., M 4+ 1-dik dobozban talalhatok.

Mi torténik, ha rendszeriinket elinditjuk a fenti w allapotbol? Az els6 1épés a szabalyok szerint csak az w’ allapot
lehet (az M-edik vekker exponencialis véletlen ideje utan). A masodik lépésre azonban mar tobb lehetGségiink van, a
harmadikra még tobb, és igy tovabb. Hogy melyik lesz mondjuk az 6todik 1épés, és hogy mikor fog bekdvetkezni, fiigg
a véletlen vekkerek megszolalasi idejétsl. Nyilvanvalo, hogy biztosat nem tudunk allitani a rendszerr6l, csupan annyit,
hogy t id6 utén lesz valamilyen valdszinisége annak, hogy a rendszert egy mésik allapotban (példéul w”-ben) talaljuk.



Egy allapot valoszintségét ugy képzelhetjiik el, hogy nagyon sok modell-rendszert tekintiink egyszerre, és megnézziik,
hogy ezek hényad részében latjuk az adott allapotot. Az elején minden rendszer w allapotban volt, igy indulaskor az
w allapot valoszintisége 1, és minden més allapot valoszintisége 0. Ahogy az id6 telik, a golyok ugralni kezdenek, és
a modellek koziil egyre kevesebb marad a kiindulési w allapotban; ¢t-kor mar egy résziiket ilyen, méas résziiket olyan
allapotban talaljuk. Eszerint tehat w valoszintsége lecsokkent, mig més allapotok valészintsége nullanal mar nagyobb
lesz; az allapotok valdszintiségei gyorsan valtozni kezdenek, és mar 1-nél kisebb lesz a valészintisége, hogy a rendszer
t-kor is w-ban lesz. Az egyes allapotok valdszintségei tehat id6ben valtoznak.

Felmeriil a kérdés, mik lehetnek az allapotok azon valészintiségei, amelyek a golyok ugralasaval mar nem valtoznak;
vagyis ha sok modellt kilénbozdé dllapotokbdl inditunk, hanyad résziiket inditsuk ilyen, olyan, illetve amolyan allapot-
bol, hogy t-kor is ugyanolyan hanyaduk legyen ilyen, olyan, illetve amolyan allapotban? Ha mondjuk w’ &llapotbol
inditjuk a modellek egy részét, azok koziil néhany mar elhagyja az w’ allapotot, viszont mas allapotokbél inditott mo-
dellek egy része w’-be keriilhet ¢ id6 mulva. Igy t-kor a modellek ugyanakkora hanyadat talaljuk az w’ allapotban, mint
induléaskor, vagyis az w’ allapot valoszintisége nem valtozott. Az ilyen, id6ben nem véltozé allapot-valoszintségeket
egyensilyi valoszintiségeknek nevezziik. Azt mondjuk, hogy a rendszer egyensilyban van, ha minden allapotban épp az
ahhoz tartozo egyensulyi valoszintséggel taladljuk. A definiciobol kovetkezik, hogy ha a modell egyensilyban van, azaz
egy adott tg pillanatban a P(w(to) = 17) valészintiségek épp egybeesnek az egyensulyi valdszintiségekkel, akkor ez igy
is marad: minden t > O-ra

P(w(to +1t) =n) = P(w(to) = n)-

Most megmutatjuk, hogyan lehet a modellt egyensilybo6l, azaz egyensilyi valoszintiségekkel kivalasztott véletlen
allapotbol inditani.

1. tétel. El6szor valasszuk meg tetszoleges véletlenszertdi médon az Osszes golyok M szamat. M rogzitése utan
(legyen mondjuk M = m) az m golyos allapotok koziil mindegyiknek ugyanakkora esélyt adva valasszunk ki egyet.
Adott m-re tehat minden m golyot tartalmazé allapot val6szintsége egyforma, nevezziik ezt p(m)-nek. Ezek az ugré
golyok modelljének egyensiilyi val6sziniiségei lesznek.

Majdnem-bizonyitas. Rogzitsiink egy m-golyds n allapotot. Ebbe az allapotba nyilvan csak m-golyds allapo-
tokbol keriilhetett a rendszer, hiszen a golyok ugralasa soran szamuk nem véaltozik. Legyen tg nagy, t kicsiny. Elég
megmutatni, hogy ha to-kor minden m-golyos allapot valoszintdsége p(m), akkor

P(w(to +t) =n) = p(m)

is teljesiil g + t-kor. Ha ez igaz, akkor n tetszéleges volta miatt g + ¢-kor is minden m-goly6s allapot valoszintsége
p(m), ez tehat az egyensilyi valoszintiség értéke.

Mi lehet w(tg), ha w(to +t) = n? Mivel ¢ kicsiny, elég legfeljebb egy lépést figyelembe venni, azaz w(ty) vagy
megegyezett n-val, vagy mindossze egyetlen lépésre volt t6le. Jelolje C' az n allapotban talalhaté 0 — 1 parok, vagyis
azon helyek szamat, ahol egy 0 mellett jobbra egy 1-es taldlhato (beleértve esetleg az N-edik és a —N-edik helyet
is). Ha egy ilyen par 1-esét a par O-janak helyére rakjuk, akkor egy olyan allapotot kapunk, ahonnan egy lépés (az
egyes visszaugrasa) utdn juthatunk n-ba. Igy elkészithetjiik az 7 mind a C darab dsét: azokat az allapotokat, amelyek
egy lépésre vannak 7-tol. Lehet tehat, hogy w(ty) e C darab 6s egyike volt; ennek esélye C - p(m), hiszen mindegyik
Gs m-golyos, és az ilyenek valoszintsége feltevésiink szerint p(m). Annak az esélye pedig, hogy to és to + t kozott
megszolaljon az az egyetlen vekker, amit6l a megfelel§ egyes ugrasaval az 6sbol kialakul 7, koriilbeliil ¢. Igy

P(w(to +t) =n és w(ty) az n 6se) ~ C - p(m)-t.

Az is lehetséges azonban, hogy w(tp) mar eleve n-val egyezett meg; ennek valoszintisége (mint minden més allapotnak
is) p(m). Az n allapotban ugyanannyi 0—1 par van, mint 1-0 par (probaljunk csak meg a korben elhelyezett helyekre
olyan allapotot rajzolni, amelyben nem igy van!), tehat az 1-0 parok szama is C. Ha to-tol to + t-ig e C' darab par
1-ese alatt barmelyik vekker megszolalna, akkor az 1-es ugrana, és w(to + ¢) mar nem 7-val egyezne meg. w(ty) = n
esetén tehat az sziikséges, hogy a C darab kritikus vekker koziil egy se szoélaljon meg; ennek valészintisége kb. 1 — C' - ¢.
Ezért

P(w(to+1t) =nés w(ty) =n) = p(m)-(1-C -t).

A két lehetGség valoszintségeit Osszeadva:
P(w(to +1) =n) = C-p(m) -t +p(m) - (1= C-t) =p(m),

tehat to+t-kor is p(m) a valoszintsége a (tetszolegesen kivalasztott) m-golyos n allapotnak. A ~ jellel jelzett kozelitések
egyre kisebb és kisebb ¢ értékek esetén egyre pontosabba valnak, igy a t — 0 hataratmenettel ez a bizonyitas precizzé
tehetd.

A kozlekedési dugdk megértéséhez olyan egyensulyi valoszintiségekre lesz sziikségiink, melyek elGallitasara egy furcsa
eljarast alkalmazunk. Rogzitsiink egy 0 < o < 1 szamot, és tegyiink a 2N +1 doboz mindegyikébe egymastol fiiggetleniil
o valészintiséggel golydt, mig 1 — o valoszintséggel hagyjuk az adott dobozt iiresen. Ezen eljaras szerint egy adott m



golyds allapot valészintisége, azaz annak esélye, hogy az elére kijelolt m dobozba keriil golyd, és a tobbi doboz {ires
marad, nyilvan nem fiigg att6l, hogy melyik m dobozba kell golyét tenniink; a valészintiség csak m értékétdl fiigg.
Igy ezzel az eljarassal az adott golyoszamu allapotok koziil egyenls eséllyel valasztunk, tehat a tétel szerint a modell
egyenstlyi valoszintségeit kapjuk. (Eljarasunk alapjan p(m) = o - (1 — g)2N+17m adodik, de ez most szamunkra nem
lényeges.)

Ezzel a speciélis valasztassal kezelhet6 marad a modell nagyon sok doboz esetén is. Képzeljiik el, hogy N értékét
nagyon nagyra valasztjuk. A lehetséges allapotok szama rendkiviili mértékben megnd, egyre nehezebb szamon tartani
6ket. Ekkor is gond nélkiil megtehetjiik viszont, hogy minden dobozba egymastoél fiiggetleniil p valészintséggel tesziink
golydt, és 1 — p eséllyel nem tesziink golyo6t; ez az eljarads nem érzékeny N értékére. Ezentul tehat N-et nagyon
nagynak fogjuk valasztani, az el6bb leirt egyensullyal. Mi a nulladik sorszamu doboz kornyékén vizsgalodunk (t6liink
balra a negativ, jobbra a pozitiv sorszamu dobozok vannak), és mar nem is latjuk a nagyon tavoli —N-edik és N-edik
dobozokat.

Képzeljitk magunkat egy golyd helyébe egy egyensilyi modellben (azaz egy autos helyébe a dugoban). Mi a valo-
szintisége, hogy kicsiny ¢ id6 alatt lépiink egyet jobbra? Ehhez az sziikséges, hogy t6liink jobbra ne legyen goly6 (azaz
elgttiink ne alljon autd) — ennek 1 — g az esélye egyenstlyban — valamint, hogy alattunk megszolaljon az exponencialis
vekker — ennek valoszintsége t. Osszességében kicsiny ¢ id6 alatt (1 — o) - ¢ eséllyel lépiink egyet, igy atlagsebességiink
1 — o. Igaz tehat, hogy minél striibben helyezkednek el a golyok (o kozel van 1-hez), annal lassabb az el6rehaladés.
A teljes dugoénak o = 1 felel meg, ekkor minden helyen golyd van, semelyik goly6 sem tud lépni.

Ezt a modellt bonyolult médszerekkel vizsgalni lehet abban az esetben, ha nagyon messzirdl néziink ré. (Képzeljiink
el egy repiil6t, ahonnan nem latszanak az egyes autok, csak az autépalya szinébdl kovetkeztethetiink arra, hogy milyen
stird a forgalom.) Azt is meg lehet hatarozni, hogy mi torténik két speciélis esetben: ha a bal oldalon, ahonnan az
autok (golyok) érkeznek, ritka a forgalom (g kicsi), mig a jobb oldalon siiri (¢ kézelebb van egyhez), illetve forditva,
ha a bal oldalon stird a forgalom és a jobb oldalon ritka. Az elsé esetben az autok a dugoba érkeznek, mig a masodik
esetben a dugo6bol kifelé tartanak, szétoszlanak. Ezek mar természetesen nem egyensilyi eloszlasok, ennek megfelelGen
egy ilyen helyzet folyamatosan valtozik.

2. tétel. Messzirdl nézve a rendszert, ha a bal oldalon kisebb a ¢ értéke mint a jobb oldalon, akkor a két rész
kozotti hatar egyre élesebb lesz, mig egyszer csak kialakul egy éles hatarvonal, amitél balra egy kisebb, jobbra egy
nagyobb értékd siiriiség tapasztalhaté. Ha viszont a bal oldalon nagyobb a ¢ értéke, mint a jobb oldalon, akkor a kettd
kozotti atmenet egyre inkabb kisimul, elmosédik; itt tehat nem alakul ki éles hatarvonal.

(A bizonyitashoz a valdszintiségszdmitds és a parcidlis differencidlegyenletek témakoreinek mély és nehéz modszereit
kell felhasznélni.) Ez a tétel megmagyarazza, hogy miért kell nagyot fékezni ha dugoba ériink: a jol jarhato ritka
forgalmu rész és a dugd kozott magatol kialakul egy nagyon éles hatarvonal, azaz egy pillanat alatt a dugéban talaljuk
magunkat. Masfel6l ha kiériink a dugdbdl és oszlik a sor, az a méasodik esetnek felel meg, mely szerint a dugobol egy
egyre inkabb elmosddoé, hatarozatlan részen keresztiil jutunk ki, és ez bizony hosszu ideig tarthat.

A szerz6 koszonetét fejezi ki Dr. Vetier Andrdsnak, akinek tanacsai és hasznos észrevételei sokat segitettek a cikk
megirasaban.



