
Bevezetés

Bár a � játékelmélet� szót hallva sokunknak a kaszinók világa ötlik az eszébe, ez a tudományág ma már a pó-

ker helyett gazdasági, politikai problémákkal foglalkozik. Alkalmazásainak köre a hadászattól kezdve a piai verseny

modellezésén át a környezetvédelmi egyezmények tervezéséig terjed. Olyankor alkalmazható, amikor a résztvev®knek,

vagy játékosoknak egy jól körülírható él érdekében döntéseket kell hozniuk, és a végeredmény a játékosok választott

stratégiáinak (is) függvénye. Az elnevezés tehát még véletlenül sem komolytalanságra utal, hanem tudománytörténeti

okokra vezethet® vissza.

A legjobban modellezhet® kon�iktusok persze továbbra is az olyan társasjátékok, mint például a sakk, ahol egyér-

telm¶ a játékosok személye, hogy mik a szabályok és mi a játék eredménye, azaz, hogy ki nyert. Annak, aki már játszott

stratégiai játékokat, például sakkozott már életében, a játékelmélet központi gondolata nem meglep®: lépéseinket a

lehetséges ellenlépések �gyelembevételével kell választanunk, annak tudatában, hogy ellenfelünk is mindent megtesz a

gy®zelemért. A hagyományos játékok fontos eleme a köztudott tudás: nem elég, hogy mi tudunk valamit, de az ellenfél

tudja, hogy tudjuk; mi tudjuk, hogy tudja, hogy tudjuk, . . . és így tovább, a végtelenségig.

A briliáns magyar matematikus, Neumann János kedvelt id®töltése volt a póker. Kezdett®l fogva érdekelte, hogy

� ha már a lapjárást befolyásolni nem tudja, � hogyan blö�öljön. A problémát matematikai formába öntötte és

ezzel megnyílt a lehet®ség az elméletnek a játékokon messze túlmen® alkalmazására. Ehhez újabb lökést az Oskar

Morgensternnel közösen publikált könyve, a �Játékelmélet és gazdasági viselkedés� adott. Bár Neumann érdekl®dése a

kés®bbiekben más területek felé fordult, ezzel a munkával egy egész tudomány alapjait vetette meg. Ezért emlegetjük

a játékelmélet atyjaként.

A játékelmélet bemutatása nagy feladat, most sak néhány alapvet® gondolatot tekintünk át. El®ször Neumann

el®futárairól ejtünk szót, majd bemutatjuk a játékelméletet tulajdonképpen elindító Minimax Tételt. Ezután rátérünk

az n-személyes játékokra, bemutatva a Nash-féle, avagy nemkooperatív egyensúlyt, majd a Neumann�Morgenstern-féle

megoldást. Végül röviden szót ejtünk az elmélet további területeir®l, alkalmazásairól.

Mit nevezünk játéknak?

Egy játék három komponensb®l áll: a játékosok a játék selekv® résztvev®i, akik beleszólnak a játék lefolyásába majd

részesülnek a nyereményb®l. A befolyásolás módját és a játék menetét a játékszabályok határozzák meg. A harmadik

elem a (lehetséges) nyeremények úgynevezett hasznosságának összehasonlítása.

Ha feltételezzük, hogy a játék nyereménye pénzben kifejezhet®, akkor a él a minél kedvez®bb ki�zetés elérése.

A játékosok ezt a élt szem el®tt tartva, � természetesen a játékszabályok �gyelembevételével � hozzák döntéseiket.

Egy-egy döntés vonatkozhat a lépéseknek akár egész sorozatára. Stratégiának nevezünk egy olyan szabályrendszert,

vagy szakkifejezéssel protokollt, amely pontosan egy lépést ír el® a játék minden egyes helyzetére. Mivel a tényleges

játék már sak a stratégiák mehanikus követése, ha ismerjük a játékszabályokat és a játékosok stratégiáit, ismerjük

az eredményt is. Célunk megtalálni a nyer® stratégiát, vagy stratégiákat és az így kialakuló egyensúlyi helyzeteket.

A játékelmélet el®zményei

A játékelméleti gondolkodás els® nyomai különösebb hatás nélkül merültek feledésbe. El®zménynek így aligha,

legfeljebb kuriózumnak tekinthet®k. Folyamatos fejl®dés a XIX. századtól �gyelhet® meg, mikor Antoine-Augustine

Cournot, illetve Joseph Bertrand alapvet®en gazdasági m¶veikben a piai verseny két formáját írták le. Mindkét

modellre jellemz® a köztudott tudás, tehát hogy a résztvev®k pontosan ismerik a konkurensek termelési paramétereit.

Cournot a duopóliumot, vagyis két termel® versenyét vizsgálva matematikailag bebizonyította egy egyensúly létezését

és megmutatta, hogy a monopóliummal összehasonlítva duopóliumban az árut nagyobb mennyiségben, és alasonyabb

áron kínálják. A mai monopóliumellenes törvényeknek ez az eredmény áll a hátterében.

Neumann János közvetlen el®futárának a matematikus Émile Borelt tekinthetjük, aki az 1920-as években Fran-

iaország tengerészeti minisztere is volt. A '20-as évek elején több rövid dolgozatot publikált a stratégiai játékokról.

Munkáját az '50-es években René-Maurie Fréhet fedezte fel újra és rögtön a játékelmélet alapítójának kiáltotta ki.

Bár Borel érdemei vitathatatlanok, képtelen volt elméletét általános formában megfogalmazni. Mi több, hamisnak

sejtette a kés®bb Neumann által bebizonyított Minimax Tételt, mely nélkül az elmélet vajmi keveset ér. S®t, Neu-

mann szerint Borel negatív sejtése adott esetben elbátortalaníthatta volna a Minimax Tétel bizonyítása érdekében

tett er®feszítéseit.

A Minimax Tétel
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K® Papír Olló

k® 0 1 −1

papír −1 0 1

olló 1 −1 0

Tegyük fel, hogy két játékos a �k®-papír-olló� nev¶ véresen komoly játékot játssza. Ebben a játékban a három

lehet®ség valamelyikét kell egy adott jelre felmutatni és pont sak különböz® választások esetén jár. A papír beso-

magolja a követ, a k® kisorbítja az ollót, az olló elvágja a papírt. Ennek megfelel®en a játék lehetséges kimenetelei a

mellékelt táblázatban összegezhet®k. Az els® játékos az oszlopok (a nagybet¶s stratégiák), a második a sorok (kisbet¶s

stratégiák) közül választ. A kiválasztott mez® az els® játékos nyereményét mutatja, a második játékos ennek éppen az

ellentettjét kapja.

Ez tehát a játék. Mi a nyer® stratégia? A kérdést árnyaltabban is feltehetjük: hogyan érhetik el a játékosok a

legmagasabb nyereményt, illetve mennyi ez?

Mindig papírt mutatni nem t¶nik élravezet®nek, hiszen ekkor az ellenfél mindig ollót mutat és így a �nyeremény�

−1. Aki már játszotta ezt a játékot, tudja, hogy legjobb teljesen kiszámíthatatlannak lenni. Valóban, az optimális

stratégia a három lehet®séget egyforma valószín¶séggel játszani. Az ilyen stratégiát, amely több, úgynevezett tiszta

stratégia keverékét is megengedi, kevert stratégiának nevezzük. A várható nyeremény ekkor 0, függetlenül az ellenfél

stratégiájától.

Ez az eredmény itt kevéssé meglep®, tekintve, hogy a játék szimmetrikus a két játékosra nézve. Általában viszont

már egyáltalán nem nyilvánvaló. A játéknak ugyanis két oldala van. Az els® játékos az ellenfél optimális válaszát, azaz

a magára nézve legrosszabb eseteket alapul véve keresi a nyer® (azaz a legjobb) stratégiát. A második játékos ugyanezt

teszi, de mivel nyereményeik egymás ellentettjei, az els® játékos szemszögéb®l nézve optimális válaszok (legjobb esetek)

között a legkedvez®tlenebbet keresi. A maximin és a minimax egybeesését a Minimax Tétel mondja ki, ennek els®

bizonyítását Neumann János adta 1928-ban.

Ez az egybeesés kijelöl egy jól meghatározott egyensúlyi pontot is, amelyet a játék megoldásának tekintünk.

n-személyes játékok

Bár Neumannék els®sorban a kétszemélyes játékok elméletével, illetve alkalmazásaival foglalkoztak, könyvük egyik

f® érdeme, hogy kiterjesztette a játékelméleti gondolkodást a kett®nél több, úgynevezett n-résztvev®s játékokra. Az
ilyen játék egy kétszemélyes játékhoz hasonlóan adható meg, bár a táblázat elkészítéséhez most egy n-dimenziós pa-

pírlap kellene. Lényeges különbség még, hogy míg a kétszemélyes zérus-összeg¶ játékokban az els® játékos nyereményét

meghatározza a második játékosé, ehhez most n − 1 játékos nyereményét kell ismernünk. S®t, ha nem sak a zérus-

összeg¶ játékokra szorítkozunk, akkor valamennyi játékosét. Így a játék eredménye tulajdonképpen egy függvény, amely

minden (kevert) stratégia n-eshez egy szám n-est rendel, s ezt hasznosságnak, magát a függvényt pedig hasznossági

függvénynek nevezzük.

A játék lefolyása is szükségképpen más. A kétszemélyes játékokban az egyik fél kedvez®bb helyzete az ellenfél

számára szükségképpen kedvez®tlenebbet jelentett. Az n-személyes játékokban egy játékos kedvez®bb helyzete még

akkor sem feltétlenül kedvez®tlenebb minden egyes ellenfél számára, ha maga a játék zérus-összeg¶. Kialakulhatnak

természetes és stratégiai szövetségek az egyes játékosok között, így a játékszabálynak fontos része lehet az ilyen

szövetségek szabályozása, esetleges tiltása.

Az els® ilyen szabályozás John F. Nashnek köszönhet®, aki � máig tartó vitát kavarva � kooperatív és nemkooperatív

játékokra osztotta az n-személyes játékelméletet. A Nash által kooperatívnak nevezett játékokban (1) a játékosok a

döntéseiket közösen hozzák (tehát a játékosok között kiterjedt kommunikáió van), másrészt (2) a megállapodás

kötelez® érvény¶, hiszen azonnal végre is hajtják. Ezzel szemben a nemkooperatív játékokban semmiféle kötelez® erej¶

megállapodás nem létezik, olykor még a játékosok közötti kommunikáiót is tiltjuk.

Nemkooperatív játékok

A kett®nél több személyes játékokra Neumann Minimax Tétele nem alkalmazható változatlan formában. Az új

egyensúly keresésénél kulsfontosságú, hogy milyen megállapodások, milyen együttm¶ködés engedélyezett a játékosok

között.

A nemkooperatív n-személyes játékokban egy köztudott (kevert) stratégia n-esb®l indulunk ki, mely minden játékos

számára el®ír egy (kevert) stratégiát. Mivel ez a �megállapodás� nem kötelez semmire, a játékosok választanak egy

tényleges stratégiát, majd valamilyen saját véletlenforrásnak megfelel®en egy tiszta stratégiát. Mindez egymástól

függetlenül, illetve egymás tudta nélkül történik. Fontos vonás, hogy a tényleges stratégia eltérhet a megállapodástól,

magyarul a játékos �salhat�, ha egy másik (kevert) stratégia magasabb várható nyereményt hoz. A salás azonban

�nem valószín¶,� azaz kisi annak az esélye, hogy egyszerre ketten is így tesznek. Így egy játékos feltételezheti, hogy

miközben ® sal, a többiek megmaradnak a megállapodásnál. Nash a róla elnevezett egyensúlyban pontosan ebb®l
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indul ki: azt a megállapodást, amelyet semelyik játékos nem kíván egyoldalúan felrúgni, Nash-, vagy nemkooperatív

egyensúlyi pontnak nevezzük. Nash a játékok széles körére igazolta az ilyen egyensúlyi pont, illetve pontok létezését.

A Nash-egyensúly a játékelmélet és a közgazdaságtan, azon belül is a mikroökonómia egyik alapfogalmává vált.

A gondolat azonban nem mentes a kritikától, hiszen ritkák az olyan gazdasági- vagy élethelyzetek, ahol teljesen

kizárhatjuk a kommunikáiót; még ha az együttm¶ködésnek vannak is (például törvényi) akadályai, a koordináiót

aligha iktathatjuk ki. Az ilyen játékokról, tehát ahol a kommunikáió megengedett, a kooperáió viszont nem, Nash

felosztása semmit nem mond. A két feltétel közül a játékosok közötti megállapodások köt® (kooperatív), vagy nemköt®

(nemkooperatív) volta a meghatározó, ezért újabban ez a felosztás az elterjedtebb.

Abban az esetben, ha engedélyezzük a kommunikáiót, a Nash-egyensúlyi pontok ki vannak téve játékos soportok

összehangolt támadásának. Az ilyen támadásokat is �gyelembe vev® er®s Nash-egyensúly azonban �túl er®s�, mivel

minden lehetséges koalíiós támadást tekintetbe vesz, függetlenül attól, hogy a támadó koalíió maga stabil-e. Emiatt

ilyen egyensúly ritkán létezik. Erre a felvetésre a koalíió-biztos részjáték-tökéletes (oalition-proof subgame-perfet)

Nash-egyensúly fogalma és ennek vizsgálata kísérel meg választ adni. Bár valószín¶leg ezzel még nem zárult le a nem-

kooperatív egyensúlyok fogalmának fejl®dése, a modern játékelméletben gyakran feltételezzük, hogy a kommunikáió

tartós, köt® megállapodással, tehát kooperatív viselkedéssel is párosul. Az ennél összetettebb koalíiós megoldásokat

a kooperatív játékelmélet tárgyalja.

Kooperatív játékok, karakterisztikus függvény

A kooperatív játékelméletre térve el®ször is azt kell tisztáznunk, mennyivel jelent többet a kooperáió, mint a nem-

kooperatív elméletben is megengedett koordináió. Míg a koordináió supán egyéni érdekek összehangolása, a koope-

ráió együttm¶ködés olyan közös él érdekében, amely nem esik szükségszer¶en egybe az egyéni érdekkel. El®fordulhat

ugyanis, hogy egy játékos kisebb áldozatot vállalva jelent®s el®nyhöz juttatja a soport többi tagját. Önzetlenségr®l

szó sins: sakis akkor hajlandó ilyen lemondásra, ha a többiek a koalíiós szerz®désben garantálják a többletnyereség

megosztását. Egy ilyen koalíió a külvilág felé teljesen egységes, olyan, akár egyetlen játékos: stratégiákat választ, il-

letve ki�zetést kap. A nyer® stratégiák keresése szempontjából lényegtelen, hogy egy koalíió egy vagy több játékosból

áll-e.

Ha létrejön egy koalíió, a kimaradó játékosoknak (Neumann modelljében) érdeke egyetlen koalíióba tömörülni,

mivel így tudnak legjobban védekezni az els® koalíió �támadásai� ellen. Az így létrejött két koalíió pedig megfelel

a kétszemélyes játék két játékosának; ezzel visszavezettük a feladatot a már ismert esetre, melynek megoldását a

Minimax Tétel adja.

Mit mutat meg ez a megoldás? Megadja a koalíió várható nyereményét. Ez az érték jellemz® a koalíióra, ezért

karakterisztikus értéknek nevezzük. Feltételezhetjük, hogy a megfelel® nyeremény elosztásakor a koalíió tagjai többet

kapnak, mint amit magukban elérhetnének, az elosztás tehát egyénenként raionális, hiszen éppen a jobb eredmény

a élja a koalíió létrejöttének. A koalíió teljes nyereménye elosztásra kerül, nagyobb összeg viszont nem kerülhet

elosztásra. Ezek a tulajdonságok azonban nem határozzák meg az elosztást egyértelm¶en, itt árnyaltabb megközelítésre

van szükség.

Miel®tt erre rátérnénk, vessünk még egy pillantást a karakterisztikus értékre. Mivel minden koalíióhoz egy jól

de�niált érték tartozik, itt tulajdonképpen egy függvényr®l van szó, mely egy valós számot rendel a játékosok minden

egyes részhalmazához, tehát a lehetséges koalíiókhoz (az üres halmaz értéke 0). Ez a karakterisztikus függvény lehet

sokkal általánosabb is, nem szükséges a zérus összeg¶ játékokra szorítkozni. Maga a játék is megadható közvetlenül

karakterisztikus függvény alakban. Ilyenkor a játékosok stratégiái rejtettek, illetve koalíiók alakításában merülnek ki.

Az a tény, hogy ez a rendkívül egyszer¶ alak is sikeresnek bizonyult, jelzi az együttm¶ködés, a �helyezkedés� fontosságát

stratégiai helyzetekben.

A Neumann-féle megoldás

A kooperatív játékokban a hangsúly a koalíiók alakítása és a koalíiókon belüli osztozkodás fele tolódik. A kett®

szorosan összefügg: az, hogy egy játékos melyik koalíióhoz tartozik, részben meghatározza, hogy az elosztásból milyen

részt kaphat. A kapott ki�zetést®l viszont függ, hogy elégedett-e a koalíión belüli helyzetével. Az elégedetlenség relatív

fogalom, ahhoz, hogy a különböz® elosztásokat összehasonlíthassuk, két fontos tulajdonságot kell bevezetnünk.

Vegyük a játékosok valamely C koalíióját és hasonlítsuk össze a (jelenlegi) y elosztást valamely más x elosztással.

A C koalíió preferálja (el®nyben részesíti) x-et y-nal szemben, ha valamennyi C-beli játékos magasabb ki�zetést kap

az x elosztásban, mint az y-ban. A preferenia tehát a játékosok vágyait fejezi ki.

A C koalíió e�ektív az x elosztáshoz, ha az x elosztás a halmaz egyetlen tagjának sem utal többet, mint annak

karakterisztikus értéke. Ilyenkor tehát a C koalíió bármikor követelheti az x elosztás alkalmazását. Ha ugyanis a

többi játékos nem kívánna együttm¶ködni, C külön koalíiót alkot, ezzel a maga számára garantálja a kívánt ki�ze-

tést, ugyanakkor a többiek a javasoltnál kedvez®tlenebb helyzetbe kerülnek (legalábbis a Neumannék által vizsgált

játékokban). Az e�ektivitás a játékosok képességeit fejezi ki.
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A dominaniában a játékosok vágyai és képességei találkoznak. Az x elosztás dominálja az y elosztást, ha létezik

a játékosoknak olyan C részhalmaza, mely x-et preferálja az y elosztással szemben és e�ektív az x elosztáshoz, azaz a

koalíió egyszerre akarja (preferenia) és tudja (e�ektivitás) az y elosztást az x elosztással helyettesíteni.

Ha x dominálja y-t, viszont y nem dominálja x-et, akkor nyugodtan állíthatjuk, hogy x � jobb�, mint y. Fordítva
hasonlóan érvelhetünk. Ha x és y között nem áll fenn dominania kapsolat, esetleg más elosztásokkal összehason-

lítva még sak-sak rangsorolhatjuk ®ket, azonban az is megeshet, hogy x dominálja y-t és y dominálja x-et, azaz
a rangsorolás lehetetlen dominania alapján. Mivel ez gyakran el®fordulhat, a megoldást nem valamilyen idealizált

legjobb elosztás jelenti, hanem az elosztásoknak egy olyan halmaza, amely mint halmaz jobb minden más elosztásnál.

Mivel az összes lehetséges elosztás halmaza nyilván teljesíti ezt a feltételt, egy második el®írással kisz¶rjük a halmaz

szükségtelen elemeit.

Az elosztásoknak egy S halmazát megoldásnak, vagy stabil halmaznak nevezzük, ha teljesíti az alábbi két feltételt:

• 1. Ha y /∈ S, akkor létezik olyan x ∈ S, mely dominálja y-t.

• 2. Ha x ∈ S dominálja y-t, akkor y /∈ S.

A két feltétel küls®, illetve bels® stabilitásként ismert: egy elosztás sak akkor zárható ki, ha létezik helyette egy

preferált, elfogadott alternatíva, illetve a megoldás elemei egymással szemben nem rangsorolhatók, tehát egyiküket

sins okunk kizárni, vagy éppen kiemelni. Neumann és Morgenstern értelmezésében a �megoldás� nem más, mint

elfogadott �viselkedési normák� gy¶jteménye: ha két viselkedési mód közül az egyiket preferálnánk, a másik nem

min®sülne elfogadottnak. Ugyanakkor egy viselkedési mód sak akkor nem elfogadott, ha helyettesíthet® egy másikkal.

Az egyszer¶ de�níió egy meglehet®sen bonyolult viselkedés¶ halmazt takar. A megoldás nem egyértelm¶, s®t,

gyakran végtelen sok megoldás van. Emellett a korai sejtések ellenére nem minden játéknak létezik megoldása. Ezek-

nek a nehézségeknek tulajdonítható, hogy az elmúlt évtizedek során számtalan alternatív megoldáskonepió látott

napvilágot és a �tökéletes� fogalom megalkotása ma is tart. Ahol az újabb, egyszer¶bb megoldáskonepiók s®döt

mondanak, gyakran visszanyúlnak a Neumann-féle megoldáshoz, mert gyakorlati helyzetekben kit¶n®en alkalmas a

nyeremény el®rejelzésére.

Játékelmélet a gyakorlatban

A neumanni alapoktól hosszú út vezet a mai játékelméletig. Ma már kiterjedt tudományról beszélhetünk, amelynek

egyre növekv® gyakorlati elvárásoknak kell megfelelnie. Míg ötven évvel ezel®tt a karakterisztikus függvény alak egy

reális gazdasági modell alapja lehetett, a globalizáió miatt ma egy vállalat, vagy ország teljesítményét a világgazdaság

alakulása legalább annyira befolyásolja, mint a saját er®feszítései. Ilyen környezetben egy koalíió értéke nem írható

le a többi szerepl®t®l függetlenül, azaz a koalíió-alakítás külhatásait is �gyelembe kell venni. A koalíiós játékelmé-

let leggyakoribb mai alkalmazásainál, így a nemzetközi egyezmények (például a környezetvédelmi egyezmények) vagy

kartellek vizsgálatakor, éppen a pozitív külhatást ingyen élvez® potyautas-viselkedés (free-riding) az egyik közpon-

ti kérdés. A bizonyos iparágaknál (autógyártás, légiközlekedés) meg�gyelhet® konentrálódás során éppen a koalíió

alakítás negatív külhatásai okozzák azt a lánreakiót, amelyet egy-egy égegyesülés kivált. Hasonló módon magyaráz-

ható az Európai Unió rohamos b®vülése is, hiszen az er®sen belterjes európai piaokon fokozott hátrányba kerülnek a

kimaradó országok.

Mint oly sok más tudományág, a játékelmélet is bizonyos absztrakt feltevésekb®l indul ki. Ilyen feltevés a köztudott

tudás. Ennek hiányában a játékosok eleinte szinte �vakon� játszanak, nem ismerve a játékostársak szempontjait, s®t

akár a játék szabályait sem. Ezeket sak ismételt � játszmák� során tanulhatják meg. Az aukiók lényege éppen a rejtett

informáiók felfedése. Az eladó szeretné az árut minél drágábban eladni, a vev®k pedig minél olsóbban megkapni. Ha

az eladó tudná, hogy az áruját a vev®k mennyire értékelik, az áruért legtöbbet adó vev®nek adná el, méghozzá a lehet®

legmagasabb áron. Mivel ez az informáió nem áll rendelkezésére, kénytelen versenyeztetni egymással a vev®ket. Az

aukióelmélet talán leglátványosabb alkalmazásainak a mobiltelefonszolgáltatók számára kiírt pályázatok bizonyultak.

Egyes országokban a játékelméleti alapon kidolgozott pályáztatás soha nem látott bevételhez juttatta az államkasszát,

míg másutt a tudománytalan versenykiírás miatt a bevétel jóval alulmaradt a (politikai) várakozásoknak. Hasonló

módszerek alkalmazhatók más állami pályázatokra, így a privatizáióra is.

Ma világszerte több száz kutató foglalkozik játékelmélettel, vannak kifejezetten játékelméleti folyóiratok, konferen-

iák, kutatóintézetek. A szó azonban ma már nem sak a kutatók számára seng ismer®sen. 1994-ben a játékelmélet

elismeréseként Harsányi János, John F. Nash és Reinhard Selten közgazdaságtani Nobel-díjat kaptak, pár évvel ké-

s®bb �Egy sodálatos elme� ímmel nagysiker¶, Osar-díjas �lm készült Nash élete alapján. A játékelmélet bekerült

a köztudatba, és remélhet®leg a entenáriumi Neumann-év eredményeként az is közismertté válik, hogy e �sodálatos

elméletnek� (is) atyja � Neumann János.
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