1. Jelolje C,, és F,, az |z| + |y| < n egyenl6tlenség, illetve az |z| + |y| = n egyenlet egész megoldasainak a szamat.
Ekkor nyilvan Cy = Ey =1 és C; = E; + C;_1. Adjuk 0Ossze ezeket az egyenlGségeket az i = 1,2, ..., n értékekre:

Ci+Co+...+C,=FE1+Es+..+E,+Co+C1 +Co+...+C,_1,

AZAZL
C,=FEi+FEy+...+E,+Cy.

Az F; halmaz elemei az |z| + |y| = i egyenlet egész megoldasai (dbra). Az x > 0, y > 0 siknegyedben i + 1 megoldast
kapunk, ezek: (i;0), (i—1;1),...,(0;4). A tovabbi harom siknegyeddel egyiitt ez dsszesen 4(i+ 1) megoldas, igy azonban
a tengelyeken 1év6 Osszesen 4 megoldas mindegyikét kétszer szamoltuk. Eszerint E; = 44, ha 7 > 0.

Igy C, =4(14+2+4...4+n) + 1 =2n? + 2n + 1. Behelyettesitve Cigoo = 2 002 001.

2. Legyen \/7 4+ 5v2 = u és u konjugaltjat, \/7 — 5v2-t jeloljiik v-vel. Ekkor

w = Y (7+5V2) (T—5v2) = L.

Probéljuk kiszamolni u + v értékeét. Az (u+v)® = u® + v* + 3uv(u + v) azonossag felhasznalasaval (u+v)° = 7 +
5vV2+7—5V2— 3(u+ v), tehat t = u + v gydke a t3 = 14 — 3t egyenletnek. Némi probalkozas utan kapjuk, hogy az
egyenletnek megoldasa a 2, ennek megfelelGen t* + 3t — 14 = (t — 2)(t* 4+ 2t + 7). A masodfoku tényezonek nincsen
valos gyoke, igy ha t olyan valos szam, amelyre t3 4+ 3t — 14 = 0, akkor ¢t = 2.

u-ra és v-re az uv = —1, u + v = 2 egyenleteket kaptuk, a gyokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggések szerint tehat
u (és persze v) gyokei az

?—22—1=0

egyenletnek.

Megjegyzések. 1. Némi probalkozés utan felismerhets, hogy a kébgyok alatt 7+ 5v2 = (1 + \/5)3 all. Igy u = 1+ \/5,
ahonnan ugyancsak felirhato a keresett egyenlet:

r=1+V2 = z-1=V2 = (@-10°=2 = @-1°-2=22-22-1=0.

2. Ha kozvetleniil az x = \3/ 7+5V2 segyenletre” alkalmazzuk az elébbi modszert, akkor kobre emelés utan 2° =

74+5v2 adodik, amit rendezve és négyzetre emelve (:103 —7) = 50, azaz a hatodfoku 2% — 1423 — 1 = 0 egyenlet adodik.

Ennek a polinomnak valéban osztéja az = — x — 1 polinom.

3. Ha a harom szomszédos paros szam koziil a kozépss oszthatd 4-gyel, akkor a két széls6 4k — 2 és 4k + 2 alaka
szam a 2-nek pontosan az els§ hatvanyéaval oszthatd, ebben az esetben a kozépss szam megfelels. Ha pedig a kdzépsd
péros szdm nem oszthaté 4-gyel, akkor mindkét széls§ paros szam a 4-nek tobbszordse. Koziilikk pontosan egy 8-cal is
oszthato és igy rendelkezik az eldirt tulajdonsaggal.
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4. Ha a sorozat differenciaja nulla, akkor /a; = /a1, a bal oldalon az n —1 egyenl tagbol allo 6sszeg értéke n\/_,
a

ami egyenld a jobb oldal értékével.
Ha d # 0, akkor gyoktelenitsiik a nevezdket:

1 Va1l — /a1
———— = ——— = - (Vi — V).
\/a_z+ Aj41 Aj41 a;

A bal oldal értéke tehat

%(\/ﬂ—\/anf1+\/anf1—\/an72+...+\/a_—\/a):@.



A jobb oldalon a nevezét gyoktelenitve
(0~ 1) - var)

an — a1

adodik, ami a,, — a; = (n — 1)d miatt valoban egyenls a bal oldal értékével.

5. ababab = ab - 10101 = ab -3 - 7- 13 - 37. Ennek a szamnak a legnagyobb primoszt6ja a 37-nél nagyobb ab prim
lehet. A legnagyobb kétjegyt prim a 97, igy 979 797 esetén kapjuk a legnagyobb primosztot, értéke 97.

6. A logaritmus értelmezése szerint x > 0, x # 1 és y > 0. A feltétel szerint x és y egész szamok, igy x > 2, y > 1.
Ekkor a bal oldal is értelmes. A jobb oldal log, xy, a logaritmusfiiggvény kolcsonosen egyértelm, tehat 5,/xy+24 = zy.
0 < /xy-ra nézve méasodfoki egyenletet kaptunk, ennek nemnegativ gyoke 8, ahonnan zy = 64. Mivel =z > 2

6
egész, a 64 = 2%-nak 1-nél nagyobb osztoi lehetnek z értékei és minden ilyen 2-re y = — pozitiv egész. Lépéseink
x

megfordithatok, igy ezek a szamparok megoldasai az eredeti egyenletnek.
Az egyenlet tehat Osszesen hat pozitiv egész szamparra teljesil.

7.0 < a, < 2 pontosan akkor teljesiil, ha
3 < log, (n+4) < 5.
Az x — log, x fliggvény szigortian monoton novs, igy a feltétel ekvivalens a
28 <n+4<2°

egyenlStlenséggel. A |2°;2°[ intervallumban 2° — 1 — 2° = 23 egész szdm van. n + 4 ezek mindegyikét folveszi és
log, (n + 4) ezek mindegyikére értelmes.
A sorozatnak tehat 23 olyan pozitiv eleme van, amely kisebb 2-nél.

8. I. megoldas. Jeloljiik a bal oldalon &llo fliggvényt f(x)-szel és a méasodik tagban alakitsunk teljes négyzetté a
négyzetgyok alatt:

flz) = Va2 +94+1/(z -8 +9.

Ekkor g(z) = f(z+4) = \/(33 +4)° +9+ \/(x —4)® 49, igy elegends g(z) minimalis értékét keresni. Mivel g(z) > 0,
azért g(z) akkor minimalis, ha ¢?(z) minimalis.

g% () = 2(x* + 25) + 2/ (22 + 25 + 8z) (22 + 25 — 8z) =

= 2(x* +25) + 2\/(x2 +25)% — 6422
A miésodik gyokjel alatt két pozitiv mennyiség szorzata, all:
(22 +25)° — 6427 = 2% — 142 + 252 > 2* — 5022 + 252 = (22 — 25)°,
és pontosan akkor van egyenlség, ha 2% = 0. Igy

4902, ha z2 > 25

2(x) > 2(2% + 25) 4+ 24/ (22 — 25)* = 2(2? + 25) + 2|2* — 25| =
g (z) > 2(x ) (z ) =2 )+ 2l | 100, ha 22 < 25.

Ha 2 > 25, akkor 422 > 100, igy mindenképpen

g*(z) > 100, azaz g(zx)> 10,

egyenlGség pedig pontosan akkor teljesiil, ha 2° = 0, azaz x = 0. Igy f(z) = g(x — 4) > 10 és pontosan akkor van
egyenlGség — azaz f(x) pontosan akkor minimalis —, ha z = 4.

IT. megoldas. f(x) két tagjanak geometriai jelentés tulajdonithato.

Tekintsiik a derékszogi koordinatarendszerben az O(0;0), A(8;0) és az y = 3 egyenesen mozgd P(x;3) pontokat
(1. dbra).

P(z;3)

1. dbra



Ekkor az ismert tavolsagformula szerint

PO =+\/22+32 ¢ PA=\/(z—8)"+32

A feladat kérdése tehat ugy fogalmazhato, hogy az e egyenes mely P pontjara lesz minimalis a PO+ P A tavolsagosszeg.
A feladat jol ismert megoldasat ugy kapjuk, hogy az egyik rogzitett pontot — legyen ez az O — tiikrozzik az
e egyenesre (2. dbra). Ekkor az O’ A szakasz e-vel valo P metszéspontjdban adédik a minimum.

2. abra

Valéban, az egyenes tetszSleges, P-t6l kiilonbozé Py pontjara OP, = O'P; a tiikrozés miatt, a haromszog-
egyenlGtlenség szerint pedig O'Py + PLA > O'P + PA = O'A.

Mivel az e egyenes most parhuzamos az OA szakasszal, az egyenes kozépvonala az AOO’ haromszdgnek, igy P elsé
TOETTA _ 4 A PO+ PA

Osszeg tehat az e egyenes P(4;3) pontjara lesz a legkisebb, igy a kifejezés értéke akkor minimélis, ha z = 4.

koordinataja a két rogzitett pont, O és A elsé koordinatajanak a szamtani kozepe, xp =

2
9. A. Szorozzuk sin 15° + cos 15° értékét sin45° = cos45° = T—Vel. Az ismert addiciés Osszefiiggés szerint

2 3
g(sin 15° 4+ cos 15°) = sin 15° - cos45° 4 cos 15° - sin45° = sin 60° = g

. 3
Igy sin15° + cos 15° = i, azaz

V2
V3 1 1

2002
A= (ﬁ) " 31001 — 91001°
B. Mivel 97 + 56v/3 = (7 +4v3)?, azért

|
= 108144v3 07 56 3

C. Szamoljuk 2C értékét ugy, hogy a masodik alkalommal forditott sorrendben irjuk le az 6sszeg tagjait. (Ahogyan
a legenda szerint a kis Gauss Osszegezte a szdmtani sorozatot.) Ekkor

B = 108,45 (T+4V3) 2 = —2.

2C =cos(1-9°)+cos(2-9°)+...+cos(19-9°) +
+ cos(19-9°) + cos(18-9°) + ...+ cos (1-9°).
Az Osszesen 2 - 19 tagu Osszeg egymaés alatt allo tagjai
cos (i-9°) 4 cos [(20 — i) - 9°] = cos (9°) 4 cos(180° — 9:°)
alakiak. Ismeretes, hogy ha a + 8 = 180°, akkor cosa + cos 8 = 0, igy az egymas alatt allo tagok Osszege 0, tehat

20=0=C.
A megfelels sorrend tehat B < C' < A.

10. Ha eredetileg b autébuszt rendeltek, akkor a feltétel szerint
n 2
—— =—+5, azaz n=50b"-0).
Ha 300 < n < 400, akkor 60 < b? — b < 80, tehat a
b’ —b—80<0<b>—b—60

egyenl6tlenségrendszert kell megoldanunk, ahol b pozitiv egész.
Az els6 feltételbsl b < 9,46, a masodikbol pedig b > 8,26 adodik. Igy b=9 és n = 5- (9% — 9) = 360.



11. Ha a és b a derékszogii haromszog befogoi, ¢ pedig az atfogo, akkor Pitagorasz tétele szerint ¢ = v/a2 + b2, a

feltétel pedig azt jelenti, hogy
r+y

2

=a+b é Jry=c=+Va%+0b2
Innen az
x+y=2(a+b)
ry = a® + b
egyenletrendszert kapjuk.
A gyokok és egyiitthatok kozti Gsszefiiggések szerint x és y gyokei a

t2 —2(a+b)t +a®>+b*>=0

masodfokid egyenletnek, amit megoldva t1 2 =a+ b=+ V2ab.

Az x, y mennyiségek értéke tehat valamilyen sorrendben a + b — v2ab és a + b+ V2ab.

Megjegyzés. Ha a és b pozitiv szdmok, akkor a +b — V2ab > 0, a feladatnak tehat minden derékszogi haromszogre
van megoldésa.

12.1. megoldas. Vegyiink fol egy derékszogi koordinatarendszert az 1. dbra szerint. Ekkor M (6;2,5) és F(3,5; —3,5).
Az MF szakasz hosszat a tavolsdgformuléval szamolva

MF = /2,52 + 62 = \/42,25 = 6.,5.

G(—5;5) A(O, 5)

E B (12;0)

K (12; —12)
1. dbra
IL. megoldas. Oldjuk meg a feladatot altalanosan, legyenek a haromszog befogéi a és b, dtfogdja c. Induljunk ki

egy a+ b oldalt GSK R négyzetbol (2. dbra). Ha a négyzet minden oldalat az abra szerint osztjuk fel a, b hosszisagu
szakaszokra, akkor az osztopontok az AUT B négyzet csicsai.

TS - R
e a

b B
F /

U+ b

a

S b f a K

2. dbra

A két négyzet kozos centruma a GK atlo F' felezGpontja (az F' koriili 90°-os forgatds az dbrat 6nmagaba viszi).
Az AF B tehét egyenl szaru derékszogt haromszog, a derékszogi csiucsot, F-et az AUT B négyzet AB oldalanak M
felezGpontjaval Osszekdts szakasz hossza tehat a négyzet oldaldnak, AB-nek a felével egyenld.

Megjegyzés. A feladat haromszogének atfogoja ¢ = v/ 52 + 122 = 13, ennek fele 6,5. A méasodik bizonyitasbol az is
kideriil, hogy F'M meréleges AB-re.

13. A feltételbdl kovetkezik, hogy m > 3. A szoba Osszesen m - n darab jarolappal fedhetd le, a fallal nem érintkezs
»belsd” részen pedig (m — 2)(n — 2) jardlap van.



A feltétel szerint
mn =2(m —2)(n —2) =2mn — 4m — 4n + 8.

Rendezés utén mn — 4m — 4n + 8 = 0, azaz
(m—4)(n—4)=38

adodik. A bal oldalon m — 4 és n — 4 egész szamok és 3 < m < n miatt —1 < m —4 < n — 4, ha tehéit a szorzatuk
8, akkor mindketts pozitiv. A 8 pozitiv egészek szorzataként 1 -8 vagy pedig 2 - 4 alakban &ll el6, ha a tényezsk
nagysagviszonyara is tekintettel vagyunk. Igy két megoldast kapunk:

a)m—4=1ésn—4=8,azazm =25 és n = 12;

b)m—4=2én—4=4,azazm =6 ésn =38.

Mindkét szampéar megoldasa a feladatnak.

14. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen mértani sorozat. Ekkor a, # a1 miatt a sorozat hanyadosa, ¢ # 1. A sorozat
elemeinek reciprokai is mértani sorozatot alkotnak, ennek hanyadosa — # 1. Az ismert Osszefiiggés szerint az elemek
q

reciprokanak Osszege

1 n
1 11 (—) -1 g
aq an, aq a —1 a1 qn _ qn
Hasznaljuk fel, hogy ¢" ! = 9 Ay elemek reciprokinak Osszege igy a kovetkez6képpen alakul:
aj
st wmd
ap — g - an
Behelyettesitve
< -1y N 309 1 (3097 a, 13
=———=— ahonnan ¢=——, vagyis = —= =—=—
13(1 - q) 17 999> VOB A 209 a3

Innen 309"~ . 3 = 299! . 13 kovetkezik. Mivel n > 3 egész, a bal oldal oszthaté 3-mal, a jobb oldal pedig nem. Ez
az egyenlGség tehat egyetlen pozitiv egész n-re sem allhat fonn, a kérdéses mértani sorozat valéban nem létezik.

15. a) Ha p% jeloli az atlagos évi hozamot, akkor

2 521 920
400 000 (1 + 1%0) — 521920, ahonnan 1+ -2 — ~1,1423,

100~V 400 000

az atlagos évi hozam tehat p ~ 14,23%.
b) Ha ¢% jeloli a tényleges els6 évi kamatlabat, akkor a mésodik évi kamatlab (¢ + 4,5)%, befektetésiink a masodik

4.5
év utan (1 + i) . (1 + ¢+ )—szoroséra novekszik.

100 100
Igy g-ra a masodfokiu
q q+45 52192
1 —) (1 =
( 100 ( 00 > 40 000

egyenletet kapjuk. Rendezés utan kapjuk, hogy 2¢* + 409¢ — 5196 = 0.

409 + 457
Ennek az egyenletnek a pozitiv megoldasa g = —A09+ Ao7 =12

A tényleges kamatlab tehéat az elsé évben 12%, a mésodikban pedig 16, 5% volt.



Megjegyzés. Az &tlagos kamatlab nem az éves kamatlabak szamtani kozepe. Az éves szorzoszamokat 6sszehasonlitva

P2 12 16,5
1 —) —(1+==). (1
(+1oo <+100> <+100 :
12
azaz(l—i—i

16,5
100) az (1 + 1—00> és az (1 + 1—0’0> mértani kozepe, valamivel kisebb a szamtani kozepiiknél, (1 +

12+ 16,5
nal. Ennek megfelelGen p ~ 14,23 is valamivel kisebb, mint % = 14,25.

16. UJ) V= th’lp + Vcs.kﬁpa o = = 5407

r=2sin54° ~ 1,62, m = 2cosh4° ~ 1,18,

h=v/4—(r—17~1)9,

2 8 sin? 54° cos 54°
7r7“3m _ Sin 3 COS A 3,22 cm3,

Vkl’lp =

Vesonkakap = = - h(r® +7 +1) ~ 10,42 cm?,

w|

V ~ 13,64 cm?®.

A fiiggdon tomege M =V - p~ 106,9 g.

124165

200

b) A minimalis forgashenger sugara r, magassaga pedig m + h. A térfogata igy Vir = rm(m + h) ~ 25,25 cm?®, igy

legalabb Vi1 — V &~ 11,61 cm?® hulladék keletkezik, ami a henger térfogatanak kozelitleg 46%-a.
17.
AB? — BC? = (AB? — BP?) — (BC? — BP?) =

= AP? - PC? = (AD? — DP?) — (DC? — DP?) =
= AD? — DC?,
azaz AB? — BC? = AD? — DC?, vagy atrendezve
AB? + DC? = AD? + BC?;

ha a négyszog atléi merdlegesek, akkor a szemkozti oldalak négyzetosszege egyenld.

D C
/ Fy
A H{—C
a
F, £y
b

)_



Thalész tétele szerint AB = 2PF, = 30, BC = 2PF, = 26, CD = 2PF; = 10. Igy AD? = AB? + DC? — BC? =
302 + 102 — 262 = 324 = 182,

Az ABCD négyszog keriilete 30 + 26 + 10 4 18 = 84.

Megjegyzés. A megoldas soran talalt allitdsnak a megforditésa is igaz: ha egy négyszog szemkozti oldalainak négy-
zetOsszege egyenls, akkor a négyszog atloi merdlegesek egymaésra.

18. Mindkét négyzetgyok alatt teljes négyzet all:

r—1-2Vz—2=(Vo—2-1)° & s+2-4Vaz—2=(Vo—2-2)°

fgy a |Vo —2 — 1| + |Vz — 2 — 2| < 3 egyenl6tlenséget kell megoldanunk.
Az abszolut értéket felbontva:
3—2vx—2, ha Vz—2<1;
, ha 1 <vzr—-2<2;
2vx—2—3, ha 2<+vzx—2.
Mivel vz — 2 > 0, azért a vizsgalt egyenlGtlenség teljesiil, ha Vr—2< 2, ha pedig 2 < \/m, akkor 2vx —2—3 < 3,
azaz vVxr —2 < 3.

Osszefoglalva: a feladat egyenlStlensége akkor és csak akkor teljesiil, ha vz — 2 < 3, azaz — figyelembe véve, hogy
v x — 2-nek értelmesnek kell lennie —, ha 2 < z < 11.

Wz —2-1|+|Va-2-2|=

—_

19. A feltétel szerint az a,+1 — a,, kiilldnbségsorozat elemeire a1 — a, = b, = 2 + a,, ahonnan
(*) Gnt1 = 2a, + 2.

Innen as = 2aq + 2, ag = 2as + 2 = 4ay + 6, ag = 2a3 + 2 = 8a; + 14. A feltétel szerint a1 + as + a3 + 7 = a4, azaz
(7Ta1 + 8) + 7 = 8a; + 14, ahonnan a; = 1.

Igyas =4,a3=2-4+2=10,a4=2-10+2 =22, a5 = 2-22 + 2 = 46.

Mivel a bizonyitasban eddig nem hasznaltuk fel, hogy a b,, = ay+1 — a,, mértani sorozat, meg kell mutatnunk, hogy
ez a feltétel is teljesiil, egyébként a feladatnak nincsen megoldasa.

A (x) rekurzio felhasznalasaval a b,, kiilonbségsorozatra azt kapjuk, hogy

by = ant1 — an = (2an, +2) — 2an-1+2) = 2(ap, — an—1) = 2b,—1.

A b, sorozat tehat valoban mértani sorozat, a hanyadosa 2.
A b, sorozat elemei tehat: by = ag —ay; =3 ésigy bo =2-3 =06, b3 = 12, by = 24, b5 = 48.
Megjegyzés. A b, sorozatra vonatkozo észrevétel lehetévé teszi, hogy felirjuk a (x) rekurzioval értelmezett sorozat

n-edik elemét:
Ap = Gp —Ap—1+ Gp—1 —Qp—2+ ...+ a2 — a1+ a1 =

=bp 1 +byot...+b+a=1+3-(2""1=1).

Hasonl6éan kaphat6 meg az a,4+1 = p - a,, + g sorozat n-edik eleme is, ha az els6 elem, a; értéke adott.
- 4 . ! ! Y/ /! ;I z 4 . 2 .
20. A tiikrozés miatt v/ = P'Q" + P"Q" parhuzamos az e egyenessel és igy az e-vel parhuzamos v vektorral is

(1. dbra).

— s
Az eltolds miatt P'Q" = 1@, igy v = P-Cj +P"Q" = (-1;2)+(2;-1) = (1&
A tiikrozés miatt P'P” mer6leges e-re és igy v-re is, az eltolds miatt pedig PP’ parhuzamos v-vel (2. dbra).




ol

Ha tehat a PP” = (3;1) vektort felbontjuk egy v-vel parhuzamos és egy v-re merdleges vektor dsszegére, akkor a

vektorfelbontas egyértelmtisége miatt a v-vel parhuzamos dsszetevs éppen PP’ = v, a v-re merdleges 6sszetevs pedig
PP ;

Legyen PP' = t-v' = (t;t). Ez akkor lesz megfelels, ha PP" —t-v' = (3 —t;1 — t) mer6leges v'-re, azaz
skalarszorzatuk nulla: /

(PP" —t-v')v =0.

A (3—1t;1—1)(1;1) skalarszorzat értéke 4 — 2t, ez pontosan akkor 0, ha ¢ = 2.

fgy v=1t-v' =(2;2), a P’ pont koordinatai PP’ = v miatt P’(1 +2;2 + 2).

Az e egyenesnek v egy irdnyvektora, egyenletéhez elég egyetlen pontja. A tiikrozés miatt a P’ P” szakasz felez6pontja
(3 +4 443

5 3 ) rajta van az e egyenesen, amelynek egyenlete igy y — x = 0.



