1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket:

(z—1)(2* +2* +z+1) B

@) (z+1)(2® — 22+ 2 —1) =1

1 log, 7 logsb
D) tgtr=——— o) o= 28
ctgx log,3 log;5

Megoldas. a) Mivel
(z—D(*+2?+2+1)=(z—1)(z+1)(x*+1)
és
(z+1D)2® -2 +ax—1)=(z+1D(z-1)(*+1),
azért az egyenlet megoldasai x € R\ {—1;1}.
b) Az egyenlet akkor értelmezett, ha tgx, ctgx értelmezett és ctga # 0, azaz ha z € R\ {k%, ke Z}. Azonos

atalakitasokkal |tg 2| = — tg x. Ez pontosan akkor teljesiil, ha tgz < 0 és x # kg, k € Z. Az egyenlet megoldasai:
0
§+n7r<x<7r—|—mr, n € 7.
¢) Az egyenletnek minden 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv valos szam megoldasa, mert egy logaritmusfiiggvény alapszama
és
1
log,. 7 logsd  Tog.3  logs7
L logs 7 === = = logs 7.
log, 3 83 & log, 5 1 logs 3 083

logs 7

2. Egy trapéz datloi merdlegesek egymdsra. Pdrhuzamos oldalainak hossza 13, illetve 39 egység, egyik szdra /369
eqység. Mekkora a trapéz mdsik szdra, terilete és magassdiga?

Megoldas. A trapézt az atloi négy derékszogi haromszogre bontjak. A parhuzamos oldalakhoz tartozé harom-
szogek hasonlok, a hasonlosagi arany 3 : 1. Legyen az 4tlok két szelete 3z, z, illetve 3y, y. Ekkor z2 + y? = 13% és
x? + 9y% = 369, ahonnan y? = 25, 2% = 144, s mivel > 0 és y > 0, azért = 12, y = 5. A masik szar hossza

V922 +942 =9 1444+ 25 = V1321 egység.

Az atlok hossza 4x = 48, illetve 4y = 20 egység, s mivel az 4tlok merdlegesek egymasra, azért a trapéz teriilete

48 - 20 13439
T = — = 480 teriiletegység. A trapéz m magassagara mky

240
m =480, m = I egység.

3. Hatdrozzuk meg az m paraméter értékét igy, hogy az
(m4+1D2? +2m+ 1)z —2=0

egyenletnek két kilonbozd, (—1)-nél kisebb valds gydke legyen.

Megoldas. Mivel az egyenletnek két kiilonb6z6 gyoke van, azért m + 1 # 0 és az egyenlet diszkrimindnsa pozitiv,
tehat

3
D=02m+12+8m+1)=2m+3)>>0, azaz m# =

1
Az egyenlet gyokei: 1 = —2 < —1 és 29 = p— A kovetelmények szerint
m
1 1 ., m+2
— < és < -1, azaz m<—1 6és <0,
m+1 m+1 m+1

3 3
igy m > —2. Az egyenletnek akkor van két kiilonb6z8, (—1)-nél kisebb gyoke, ha —2 < m < —5 vagy —5 <m < —1.

4. Egy sorozat elsd tagja 1, a hatodik tagja 51, az elsd hdrom tag dsszege 23; a szomszédos tagok kildnbségei egy
szamtani sorozat eqymdst kévetd tagjai. Szamitsuk ki a sorozat elsé hdrom tagjdt.

Megoldas. Legyen a kiilonbségsorozat els6 6t tagja: a, a + d, a + 2d, a + 3d, a + 4d. A sorozat els6 hat tagja: 1,
1+a,14+2a+d,1+3a+3d,1+4a+6d, 1+ 5a+10d. A feltétel szerint 3+ 3a+d = 23 és 1 +5a+ 10d = 51, ahonnan
a =6, d = 2. A sorozat els6 harom tagja: 1, 7, 15.

5. Adott eqy hdromsziog két oldala, a és c (g <a< c), valamint

sina  cos(a+7)

sin  cos(B+7)

)



ahol & az a, v a ¢, § pedig a (harmadik) b oldallal szemkizti szdg. Fejezzik ki a-val és c-vel a b oldal hosszdt.

Megoldas. a +v = 180° — 3 és 5+ v = 180° — «, tehat
cos (a+v) = cos (180° — B) = — cos
és
cos (B 4 v) = cos (180° — ) = — cos a.
o sin «v —cosf3 . . . .
Ezek alkalmazésaval — 3 = , ahonnan sina - cosa = sin 3 - cos 5, tehat sin 2a = sin25. Ez pontosan akkor
sin —cos
teljesiil, ha 2a = 28, a = 8 és ekkor b = a, vagy 2a + 23 = 180°, o + 8 = 90°, v = 90°, és ekkor b = v/c2 — a?.
6. Két kor kivilrol érinti eqgymdst. Az eqyik kézos kilsd érintdjiknek az érintési pontok kozé esd szakaszdt megfor-

gatjuk a korok kozéppontjain dthalado egyenes koril. A keletkezett csonkakip paldstidnak terilete 5767 tertuletegység,
az eqyik kor sugara 16 egység. Mekkora a mdsik kor sugara?

Megoldas. Legyen a két kor kozéppontja O1, Oz, a korok sugarai Ry, Re, az érintési pont E. Az egyik kiilss
érintGszakasz két végpontja, az érintési pontok E;, Es. Messe a két kor E-beli kozos érintSje az Ey Ey szakaszt F-ben,
E1Es = a. Az Fy, illetve Fy pontok meréleges vetiilete az 0102 egyenesen legyen T, illetve To. A forgassal keletkezd
csonka kup alap-, illetve feddlapkorének sugara E177 = 11, illetve EoTo = ro. A csonka kup palastjanak teriilete

P = (r1 + ro)ar. Egy kiils6 pontbol a korhéz hazott érintszakaszok egyenlGsége miatt FFEy = FE = FEy = g.
2
Az O1FO, haromszog derékszogi (miért?), alkalmazhaté a magassagtétel, FE? = O1E - EO,, azaz (%) = R, - R%
a? = 4R 1Rs. Az E\T\TyF> négyszog trapéz, kdzépvonala EF = n -57”2 = g, tehat r1 + ro = a.
A csonka kip palastjanak felszine P = (1 + rp)am = a’1 = 4Ry Rom. Most P = 5767, Ry = 16, tehat 576w =
4-16 - Rom, ahonnan Ry =9 egység.

7. A k kor érinti az y tengelyt és a 3z — 4y = 48 egyenletd eqyenest az x1 = 8 abszcisszdji E pontjiban. Irjuk fel
a kor egyenletét.

Megoldas. Az x1 = 8 abszcisszaju érintési pont y; ordinatajara 3-8 — 4y; = 48, y; = —6. A keresett kor érinti
az y tengelyt, igy ha a kozéppontja K (u;v), akkor egyenlete (z — u)2 + (y— ’U)2 =2, A K(u;v) pont rajta van az F
pontban az adott egyenesre meréleges egyenesen, amelynek egyenlete: 4z + 3y = 14.

A feltételek szerint

(8—u)’+ (=6 —0v)°=u?® és 4u+3v=14,
ahonnan v =5, v = —2 vagy u = 20, v = —22. A keresett korok egyenlete:

(=57 +y+2%*=25 vagy (z—20)%+ (y+22)° =400.

8. Hatdrozzuk meg a
4

4.220 —g. o014 L

kifejezés értékkészletét, ha —2 < x < 1.
Megoldas. Azonos atalakitasokkal
4 1

1
- — 11 = 55\2 = = - :
4220820 V4 HL 7 (20)° 9o g LT (g0 _ 17 4 2

A megfelels folytonos fiiggvények alkalmazasaval:

1 1 1 1
2<r<1=222<® <A - < _ <2 =
== == 1 2°% 735773
1 9 2 1YY 2 35
0< (22— )| <-=>=<[2"-= Gt
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A kifejezés értékkészlete az adott intervallumon: 1k

(A kifejezéssel adott fliggvény az adott intervallumban folytonos, ezért minden olyan y értéket felvesz, amelyre
12 3
— < y< -
35 =V<3)



