1. Oldjuk meg a rendezett valds szdmpdrok halmazdan a kévetkezd egyenletrendszereket:

a) (z+1)y =0, b) 2’ tay=2,
(2 = 1)(y+1)=0; y® —2zy = 5.

Megoldas. a) Az els6 egyenletbdl y = 0 vagy x = —1, a masodik egyenletbdl y = —1 vagy z? =1.

Ha y = 0, akkor #? = 1, tehat az 1 = 1, y; = 0 és az x5 = —1, y» = 0 szampérok megoldasok. Ha y = —1, akkor
x = —1, tehat az z3 = —1, y3 = —1 szdmpar is megoldas. Ha x = —1, akkor y € R, tehat az =y = -1,y =t, t € R
szamparok is megoldasok. (Ezek kozott az (xe;y2) szampér is megtalalhato.)

2. Legyen f: R — R, f(z) = 222 — 2z + 4. Igazoljuk az f(k +2) = f(k) + 8k + 4 azonossdigot.

Megoldas. Mivel
Flk+2)=2(k+2)°—2(k+2)+4=2k>+6k+8
és
f(k) +8k+4 =2k — 2k + 4+ 8k + 4 =2k + 6k + 8,
azért igaz az allitas.

3. Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy a kiévetkezd egyenletek egyik gyoke a mdasik gyokik kétszerese
legyen:
1) 2%+ 3ax +2a® = 0; 2) 2? —3ax 4 2a* — 1 = 0;

3) 22 —3(a+ 1)z + 2d* + 6a = 0; 4) z?4axr—2a—-4=0.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az egyenleteknek van val6s megoldasa (mindegyik egyenletnek a diszkriminansa
nemnegativ). Legyenek a megoldasok x; és o = 2x1.

1) 31 = —3a, 222 = 24°, tehat x; = —a, xo = —2a, azaz minden a € R esetén az egyik gyok a masik kétszerese.

2) 3z1 = 3a, 2;10% =202 — 1, azaz 20> = 2% — 1, igy egyetlen a-ra sem teljesiil a kovetelmény.

3) 321 = 3(a+ 1), 222 = 2a% + 6a, 2(a + 1)° = 24> + 6a, tehat a = 1 és ekkor 2% — 62 +8 =0, 1 = 2, x5 = 4.

—a+ 4
4) D =a® —4(—2a—4) = (a+4)2, Tig = w, 1 = 2,290 = —a — 2. Ha 221 = 29, azaz 4 = —a — 2,
akkor a = —6; ha z; = 2x9, azaz 2 = —2a — 4, akkor a = —3, és ezek val6ban megoldasok.

4. A koordindta-rendszerben adott két pdrhuzamos egyenes, e és [, valamint kéztik a k kor. A k kort az e egyenesre
tikrozve az x° +y* — 4z —12y+39 = 0 egyenletd ki kort, az [ egyenesre tikrizve pedig az x* +y* — 162+ 12y +99 = 0
egyenlettd ko kort kapjuk. Hatdrozzuk meg azt a pontot, amelyre k1 és ko kézéppontosan szimmetrikus, illetve annak az
egyenesnek az egyenletét, amelyre a k1 €s ko tengelyesen szimmetrikus. Szdmitsuk ki az e és f egyenesek tavolsdgdt.

Megoldas. A k; kér egyenlete (z — 2)*+(y — 6)° = 1, kdzéppontja C; (2;6), a ks kor egyenlete (z — 8)°+(y + 6)* =
1, kozéppontja Ca(8; —6). k1 és ko szimmetria-kozéppontja a C1Cy szakasz F(5;0) felezSpontja, szimmetriatengelye
pedig a C,C, szakasz © — 2y = 5 egyenleti felez6 merdlegese; e és f egyenesek tavolsaga V45, a C1Cs tavolsag fele
(pl. C1 F hossza).

5. Egy négyoldali gila alaplapja az ABCD rombusz. A qula E csiucsdinak az alapsikra esd merdleges vetiilete
a rombusz dtléinak F metszéspontja. Szamitsuk ki a gila térfogatdt és felszinét, ha a rombusz dtloi AC = 10 cm,
BD =18 cm és a gila magassaga EF = 12 cm.

Megoldas. A rombusz atl6i merGlegesen felezik egymast, igy az AFE, illetve BFE derékszogd haromszogekbsl
10-18-12
AE =13 cm, BE =15 cm és CE = AF = 13 cm, valamint DE = BE = 15 cm. A gula térfogata V = 10-18-12 =

2.3
360 cm®.
Az alaprombusz élének hossza v/81 + 25 = V106 cm.
A palast négy egybevagd haromszogbdl all, amelyek oldalainak hossza 13 cm, 15 cm és v106 cm. Egy ilyen

1
haromszog teriilete kiszamithat6 a Heron-képlettel (T2 = s- (s —a) - (s —b) - (s — ¢), ahol s = 5((1 +b+¢)), valamelyik

a-b-sin
oldalhoz tartoz6 magassag kiszamitasaval, vagy valamelyik szog kiszamitasa utan az ismert T = % képlettel.

Egy ilyen haromszog teriilete Ty ~ 65,74 cm?, igy a gila felszine

A~ 90+4-6574 ~ 352,96 cm?.

6. Oldjuk meg a kévetkezd egyenldtlenségeket a valds szdamok halmazdn:

logs = 10g2x+210g%x—3

> 0.

a)

< 0; )
(log%x—i—?))(log%;v—l) log;



Megoldas. a) Mivel log% x = —logg z, azért az adott egyenlGtlenség

logs =
(logs x — 3)(logg = + 1)

<0

alakban irhato.
A log; z kifejezés z > O-ra értelmezett és folytonos fiiggvényt hatéroz meg. Igy

- halogs z > 3, akkor a tort pozitiv;

ha 0 < logs 2 < 3, akkor a tort negativ, igy 3° < 3'°83% < 33 azaz az 1 < z < 27 szamok megoldasok;

— ha —1 <logz x < 0, akkor a tort pozitiv; mig

1
— halogs;x < —1, akkor a tort negativ, igy 3loss® < 371 tehat a 0 <z < 3 szamok is megoldasok.

1
b) Az egyenl6tlenség megoldasai: 3 <z <1vagyz > 27.

7. a) Igazoljuk, hogy az (a,) sorozat pontosan akkor szimtani sorozat, ha minden 1-nél nagyobb természetes szamra
Qn41 = 2an —Qp—1-

b) Adott a d differencidji (a,) szdmtani sorozat. A sorozathoz taldlhatok olyan p és q valds szamok, hogy minden
1-nél nagyobb n természetes szam esetén an+1 = 2pa, — qan—_1. Hatdrozzuk meg p és q lehetséges értékeit, ha (ay,)
(i) nem dllandé sorozat; (ii) olyan dllandé sorozat, amelyben ay # 0; (iii) olyan dllandd sorozat, amelyben a; = 0.

Megoldas. a) Ha (a,,) szamtani sorozat és differencidja d, akkor a1 = an+d és a, = an—1+d, tehat a, 1 —a, =
Qp — Gp—1, amib6l a,+1 = 2ay, — ap—1.

Ha az (a,) sorozatra a,y1 = 2a, — a,—1, akkor minden n > 1 természetes szamra a,+1 — @, = a4y, — ap—1, tehat a
sorozat szdmtani sorozat.

b) (i) Mivel egyrészt a1 = 2p - ayn — q - Ap—1, MASTESZL A1 = 2apy, — A1, AZETL 2P Ay — G - Ap—1 = 20y, — Ap—1,
tehat (2p —2) - a, = (¢ —1) - ap—1 minden n > 1 természetes szamra és a, # an—_1, ezért p=1és ¢ = 1.

(77) Ha a sorozat minden tagja a; és a1 # 0, akkor (2p —2) a1 = (¢—1) - a1, tehat 2p —2=¢— 1, azaz p € R és
q=2p—1.

(#77) Ha a sorozat minden tagja 0, akkor p és ¢ tetsz6leges valos szam, hiszen (2p —2)-0= (¢ — 1) - 0.

8. Egy kor keriiletének P pontjibol megrajzoltuk a PA =12 cm és PB = 16 cm hosszusdgu hurokat. A PA hir F
felezdpontjinak a PB egyenestdl valo tdvolsiga V3. Szdmitsuk ki a kir sugardt.

Megoldas. Az F pont a P ponttol 6 cm, a BP egyenestdl 2v/3 cm tavolsagra van, igy a BP egyenes egyik oldalan
két megfelels F' pont van: Fy és F». (A BP masik oldalan is van két megfelels pont, de igy az el6z6vel egybevagd

alakzatot kapunk.)
2v3 V3 V3

Legyen BPA< = «. Ekkor sina = 6 3 (Ha a szerkesztésre nem hivatkozunk, akkor a sina = 5

egyenletbdl is megkapjuk, hogy két megoldas van.) Koszinusztétellel AB?> = AP? + PB*> —2- AP - PB - cosa =
AB

2-sin«

3 2
16 - (25 — 24 - cos ), masfel6l az r sugart korben r = . Mivel sina = g, azért |cosal = \/; Innen két

megoldast kapunk:

r=2y/V3(25V3 - 24v2) ~ 4,03 em, illetve rp = 21/v3(25V3 +24v2) ~ 11,57 em.



