KEZDOK
Els6 forduld
Mindharom kategoéria

1. Oldja meg a kovetkezd egyenelStlenséget a valos szamok halmazan:

r+1 ‘
> D,
x

ahol p valos paramétert jelent! (6 pont)

2. Hatéarozza meg azokat a (pozitiv) p primszamokat, amelyekre p® 4+ 12p + 2 is primszam! (6 pont)

3. Igazolja, hogy ha egy téglatest Gsszes élének mérGszamat Osszeadjuk és ezt az Gsszeget a felszinének a mérdsza-
maval megszorozzuk, akkor a térfogata mérgszdmanak negyvenszeresénél nagyobb értéket kapunk! (8
pont)

4. Kossiik 0ssze az ABCD négyzet A csucsat a négyzet belsejében fekvé E ponttal, amelyre AB = BE. Jelolje
a CFE szakasz felez6merGlegesének és az AE egyenesnek a metszéspontjat P. Igazolja, hogy P illeszkedik a négyzet
koriilirt korére! (10 pont)

5. Igazolja a kovetkezs egyenlStlenséget (ahol a nevezs mindig 10-zel ng)!

1
-t —=F=+4.. . F==>= (10 pont)

Masodik (dont6) fordulo

II. kategoria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok

1. Mennyi az alabbi kifejezés legkisebb értéke, ha x és y valos szdmok:

22% — xy + y? + 22 + 3y.

2. Az ABC haromszog AB oldaléval parhuzamos kézépvonalanak egyenesét az A csucsbol kiindulo bels6 szogfe-
lezGje az M, a B csicsbol kiindul6 belsé szogfelezGje az N pontban metszi. Ugyanigy kapjuk a masik két oldalbél
kiindulva a KL és PQ szakaszt. Mutassa meg, hogy:

2(MN + KL+ PQ) = AB + AC + BC.

3. Bizonyitsa be, hogy van olyan szdm, amely a tizes szamrendszerben 987654321-re végzddik és oszthatd 2003-mal!

I1I. kategoéria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

1. Bizonyitsa be, hogy van olyan szam, amely a tizes szamrendszerben 987654321-re végz6dik és oszthaté 2003-mal!

2. Adott egy 10x10x 10-es kockaracs. Hairom ember (A, B és C) a kovetkez6 jatékot jatssza. Felvaltva (4, B,C, A, B,C,...)
elhelyeznek a kockaracsban egy-egy 1 x 1 x 10-es rudat, harom egymasra meréleges iranybol. (Mindegyikdjiik csak a
hozza tartozo iranybol helyezheti el a rudjat.) A rudakat teljesen be kell tolni, nem titk6zhetnek egymassal, legfeljebb
érintkezhetnek. Hany (teljes) korbdl allhat a leghosszabb jaték?

3. A tapasztalat azt mutatja, hogy ha egy drotbol késziilt kockat szappanos vizbe martunk, egy, az alabbi dbran
szemléltetett szappanhértya alakzat keletkezik, mely egy négyzetbdl, négy egybevago egyenld szarti haromszogbdl és
nyolc egybevago szimmetrikus trapézbol all. Mutassa meg, hogy az igy létrejott hartya felszine — minden hartyaidomnak
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csak az egyik oldalat szamitva — legfeljebb a tomornek képzelt kocka felszinének E—e. Javithato-e ez a becslés?



HALADOK

II. kategoria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo

1 1
1. Melyek azok a raciondlis szamokbol allo (x;y) szamparok, amelyekre igaz, hogy <x + 5) . <y + E) értéke
nullatol kiilonb6z6 egész szam?
2. Az ABC haromszég BC oldalanak C-hez kézelebbi harmadolopontja H, AC oldaldnak C-hez kozelebbi negye-

del6pontja pedig N. Az AH és BN szakasz a P pontban metszi egymast. Mekkora a PHCN négyszog és az ABP
haromszog teriiletének aranya?

3. Négy szamrol, a-rol, b-rél, c-rél és d-r6l tudjuk, hogy a belslitk képezhets hat darab kéttaga dsszeg koziil harom
racionélis, harom pedig irracionalis értékd.

A) Racionalis szam-e az a + b + ¢ + d Osszeg?

B) Hany racionalis szam lehet a négy szam kozott?

4. Az ABCD trapéz AD széara merSleges az AB és CD alapra. A BC atmérgji k kor az AD oldalt az E pontban
érinti. Igazoljuk, hogy BE + CE < V2(AB + CD).

5. Mely pozitiv egész n értékekre igaz, hogy 2™ 4 65 értéke négyzetszam?

Masodik fordulo

1. Melyik az a haromjegyd szam, amelyre igaz, hogy az els6 szamjegyét letorolve, majd ezt a szdmjegyet a meg-
maradoé két szamjegy utan irva olyan haromjegyd szamot kapunk, melynek négyzetgyodke 9-cel kisebb az eredeti szam
négyzetgyokénél.

2. Barmely derékszogti haromszogbe két olyan négyzet irhato, amelynek cstcsai a haromszog keriiletén vannak.
Legfeljebb mekkora lehet a nagyobb és a kisebb négyzet teriiletének aranya?

3. Legyen g(x) egész egyiitthatos polinom.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi polinomnak nincs egész gyoke:

6(2% +1)° +5g(z) - (22 +1) — 21 - g>().

4. Egy 2n-sz6g mindegyik csticsara a —1 vagy 1 szamot irtuk ra.

Egy lépésben barmelyik (n + 1) darab cstcsra irt szam mindegyikének megvaltoztathatjuk az elGjelét.

Milyen n érték esetén, mely kezdShelyzetbdl indulva érhetd el a megengedett 1épés tetszbleges szdmu alkalmazésaval,
hogy mindegyik csticshoz az 1-es szam tartozzon?

Harmadik (d6nt&) fordulo



1. Hatarozzuk meg azokat az x1,x2, ..., x, pozitiv szdmokat, amelyekre teljesiilnek az

1 1 1
T1+ T2+ ...+ x4 =3, —+ —+...+—=3
X1 X9 In

Osszefiiggések.

2. Az ABC haromszog tetszbleges belsé pontjabol merdlegeseket allitunk az oldalakra. A kapott harom talppont
altal meghatarozott haromszog koréirt kore az eredeti haromszog oldalait tjabb harom pontban metszi: az AB oldalt
P-ben, a BC oldalt Q-ban, az AC oldalt R-ben.

Bizonyitsuk be, hogy a P-n d4tmens AB-re merdleges egyenes, a (Q-n atmené BC-re merGleges egyenes és az R
ponton dtmend AC-re merdleges egyenes kozos pontban metszi egymaést.

3. Egy sikbeli terepen hat varos kozott harom egyenes ut vezet. Az els§ A;1-bdl Bi-be, a masodik As-bdl Bs-be, a
harmadik pedig As-bol Bs-ba. A;-bol (i = 1,2, 3) egyszerre indul el az f; futar (i = 1,2,3) a B; varosba (i = 1,2, 3),
ahol mindegyik futar allando sebességgel halad.

A k06z6s induléds utdn a ora elteltével fi és fo talalkozik, majd ezutéan b ora elteltével f1 és f3 talalkozik, ismét a
ora elteltével fo és f3 halad el egyméas mellett, végiil ajabb b ora elteltével mindharman egyszerre érnek célba.

Milyen messze lehet By B3-tol, haa > 0,b>0és A1 As =1 km?

II1. kategoéria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordul6

1. Hatarozzuk meg azokat a p, ¢,  és n szamokat, amelyekre p™ 4 ¢? = 72 teljesiil, ahol p, ¢, r pozitiv primszam,
n pedig pozitiv egész szam.

2. Az ABC egyenl§ szara derékszogi haromszog AB atfogoja 2 egység hosszu. Az atfogd mely P pontjara igaz,
hogy a

a) 3PA+ 6PB + 5PC 06sszeg értéke minimalis?

b) 3PA+ 6PB + 5PC 0sszeg értéke maximalis?

3. Az ABCD hurnégyszogben AB < AD.

Forgassuk el a hurnégyszoget az A cstcs koriil agy, hogy a kapott AB'C’D’ négyszog B'C’ oldalegyenesére illesz-
kedjen az eredeti négyszog C' csicsa.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a B'D’ 4tl6 egyenese dtmegy a D csticson!

4. Egy tablara felirtuk a pozitiv egész szamokat novekvd sorrendben 1-t6l 3n-ig. Jancsi a szamok koziil ezutan n
darabot letorol (sajat belatésa szerint). Majd Juliska jon, és a megmaradt szamok koziil alahuz n darabot. Bizonyitsuk
be, hogy Juliska mindig el tudja érni azt, hogy az aldhazott szamok balrél jobbra olvasva olyan sorozatot adjanak,
amely paratlan szdmmal kezd&dik és felvaltva paros, ill. paratlan elemei vannak.

Masodik (donts) forduld

1. A 2003-ad fokt f(x) = a20032°°% 4 a20022%°"% 4 ... + a1x + ap polinomhoz talalhat6 olyan pozitiv egész p, q és
r, amelyekre p < g < r és f(p) =q, f(q) =r és f(r) = p.
Bizonyitsuk be, hogy f(x) Osszes egyiitthatoja nem lehet egész szam.

2. Az ABCDE o6tszogbe az oldalakat érint6 kor irhatdé. A B, C, D, E csicsndl 1évs szogek egyenlSk. Az 6tszog
beirt kore a P pontban érinti az AF oldalt. Bizonyitsuk be, hogy az AD, PC és EB egyenesek egy ponton mennek
at.

3. Egy orszagban, sik terepen hat varos kozott hdrom egyenes at vezet. Az els6 A;-b6l Bi-be, a masodik As-bsl
Bs-be, a harmadik pedig As-bdl Bs-ba.

A;-b6l minden reggel 8 érakor elindul egy f; futar, aki allandé sebességgel haladva pontosan délben érkezik B;-be
(i=1,2,3).

Az ut soran f1 és fo 9 orakor talalkozik, fi és fs 10 érakor, fo és f3 pedig 11 érakor.

Milyen hossza a B Bs tavolsag, ha Ay és Ay 1 km-re, Ay és Az pedig 3 km-re fekszik egyméastol?



