A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait ugy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremikodésiiket kdszonjiik és eztuton is
gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Legyen A az S = {1,2,...,1000000} halmaz egy 101 elemd részhalmaza. Bizonyitsuk be, hogy taldlhatok olyan
t1,t2,...,t100 Szdmok az S halmazban, amelyekre az

Aj={z+t;|ze A} (j=1,2,...,100)

halmazok pdaronként diszjunktak.

Nagy Zoltan Lorant megoldasa. Legyenek az A halmaz elemei x1, 2, ..., x101. Az S-beli t1, s, ..., t100 szdmok
pontosan akkor megfelel6k, ha akkor és csak akkor teljesiil az

(%) Tj+1tp =Tk +1g

egyenlSség, hap=gqgésj=k (1 <j k<101, és 1 <p,q<100).

Teljes indukcioval megadunk egy megfelels ¢,, sorozatot. Valasszuk ti-et tetszGlegesen S-bol. Legyen 1 < n < 100
és tegyiik fel, hogy az S-beli t1,to,...,t,—1 szdmokat mar megadtuk a (x) feltétel szerint. Megmutatjuk, hogy ¢, is
kivalaszthato.

t, € S pontosan akkor megfelels, ha

a) tn, #t; (1 <i<n),

b) tn #xj —ap +tm (JFk, 1 <m < n).

Az a) feltétel a lehetséges értékek koziil (n — 1)-et, a b) pedig legfeljebb 101 - 100 - (n — 1)-et zar ki. Ez Gsszesen
legfeljebb

(n —1)(101-100 + 1) < 99(101 - 100 4+ 1) = (100 — 1)(100* + 100 + 1) = 100® — 1.
Mivel S-nek 100 eleme van, azért marad nem kizart érték t, szamara, a bizonyitéast befejeztiik.

2. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl dllé (a,b) pdrt, amire

(12

2ab?2 — b3 + 1

pozitiv egész.




Pach Péter Pal megoldasa. Azokat az (a;b) pozitiv egész szampérokat kell megkeresniink, amelyekre n =
2
a

—————— gzintén pozitiv egész szam.
2ab? — b3 + 1 P 8

2
Vizsgaljuk meg el6szor a b = 1 esetet. Ekkor a nevezd 2a, a tort értéke ;— = %. Ez pontosan akkor egész, ha a
a

paros. Igy tetszéleges j pozitiv egészre (2j;1) megoldas és minden més esetben b > 1.
2

Az n = 2b2a7b3+1 egyenldségbol beszorzds és rendezés utan egy a-ban mésodfoku egyenletet kapunk: a? —
ab? —

2nb%a + nb®> —n = 0. Ha fennall az eredeti egyenldség, akkor ennek is teljesiilnie kell. A masodfoku egyenlet megoldo-
képletébdl a-ra kapjuk, hogy a = nb® + /n2b* — nb3 + n. Mivel a, b, n pozitiv egészek, az egyenlet diszkriminansanak,
(n?b* — nb® + n)-nek négyzetszamnak kell lennie. Megmutatjuk, hogy a diszkriminans egy bizonyos értelemben ,szom-
szédos” szamok kozé szorithatéd, pontosabban

2 2
(1) <nb2— HTI) <n?b* —nb® +n < (nbz— b_Tl> .

A négyzetre emeléseket elvégezve rendezés utan azt kell igazolnunk, hogy

1\? —1\?
—nb2+<b%> <n<nb2+<bT) .

b—1\°
A fels6 becslés nyilvanvald, hiszen n > 1 és b > 1 miatt (T) > 0. Az also6 becslést rendezziik at:

<b+Tl)2 < n(b*+1).

_ (b+1N\? (b+b\ o, . L . o
Mivel 1 < b, azért 5 < ) = b°, ami n > 1 miatt kisebb, mint a jobb oldal. Ezzel az (1) egyenlGtlensé-

geket igazoltuk.

Lathato, hogy ha b paratlan, akkor (1)-ben a diszkriminans két szomszédos egész szam négyzete kozé esik, tehat
nem lehet négyzetszam. Igy b sziikségképpen paros szam, legyen b = 2k.

Vegyiik észre, hogy (1)-bdl nyilvanvaloan kovetkeznek az alabbi, gyengébb becslések is:

(2) <nb2—<g+1>)2<n2b4—nb3+n<(nb2—<g—1)>2.

[(1) bal oldalat csokkentettiik, a jobb oldalat pedig noveltiik.]
Ha b paros, akkor a (2)-ben kapott korlatok masodszomszédos négyzetszamok, k6zéjiik egyetlen négyzetszam esik,

b 2
igy ebben az esetben a diszkriminans, n2b* — nb® + n = <nb2 - 5) .

2
Innen azt kapjuk, hogy n = (g) = k? és a diszkriminans, D = (4k* — k)z. Ekkor a = nb®>+vD = 4k*+ (4k* — k),

azaz vagy a = 8k* — k, vagy pedig a = k.
A feladat megoldasai tehat a (2k; 1), (8k* — k;2k), (k;2k) alaku szamparok, ahol k pozitiv egész.
Az utobbi két szampért ellendrizve kapjuk, hogy megoldésai a feladatnak.

3. Adott egy konvex hatszdg, amelyben bdarmely két szemkézti oldalra teljesil a kévetkezd tulajdonsdg: az oldalak

3
kézéppontjai kozotti tdvolsdg %—szerese a hosszuk dsszegének. Bizonyitsuk be, hogy a hatszog valamennyi szége egyenld.
(Az ABCDEF konvex hatszogben hdrom szemkozti oldalpdr van: AB és DE, BC és EF, CD és FA.)




Csoka Endre megoldasa. ElGszor igazoljuk az alabbi segédtételt:
Legyen egy ABC haromszog A csiicsanél o szog, az A-bol indulé silyvonal s, az A-val szemkézti oldal pedig a. Ha

3
a > 60°, akkor s < - @ és egyenldség csak szabalyos haromszogre teljestil.

Bizonyitas. Foltehets, hogy a = 60°, egyébként ugyanis az A-bol indulo sulyvonalat az A-n tal meghosszabbithat-
juk addig a latokorig, amelynek pontjaibol a BC szakasz 60°-os szdgben latszik (1. dbra). Az A’-b6l indulé stlyvonal
igy n6, az A’-vel szemkozti oldal hossza tovabbra is a.

A/

b\

1. dbra

Legyen tehat o = 60°, a BC oldal felez6pontja F', a koriilirt kor nagyobbik BC' ivének felez6pontja pedig A;

3
(2. dbra). Ekkor A1 F = g a és AF = s, igy azt kell igazolnunk, hogy AF < A, F és pontosan akkor van egyenlGség,
ha A = A;, az ABC haromszog szabalyos.

2. dbra

Jelolje O a kor kozéppontjat. Ekkor a haromszog egyenltlenség szerint AF < AO + OF = A10 + OF = A F és
valoban akkor van egyenlGség, ha A;10 és F egy egyenesre esnek, azaz A = A;. Ezzel a segédtételt igazoltuk.

Legyenek a hatszog cstcsai pozitiv koriiljaras szerint betiizve (3. dbra) és tetsz6leges PQ szakasz felezGpontjat jelolje



Fpg. Tegyiik fel, hogy az AD és BE atlok M; metszéspontjara a pozitiv AM; B
60°. A segédtétel szerint

3
(1) %(AB-}-DE)EFABMl‘FMlFDEa

és pontosan akkor van egyenlség, ha az ABM; és a DEM; haromszogek szabalyosak. A haromszog egyenlGség szerint



a jobb oldal alulrél becsiilhets:

3
(2) FapMi+ M Fpg > FapFpg, ami a feltétel alapjan %—(AB + DE)
Fpe D
FE
F
C
A Fug B

3. dbra



Egyenldség van tehat (1)-ben is és (2)-ben is, igy ha hatsz6glinkben ANM; B



60°, akkor a segédtétel szerint AM, B
60° és az AM1 B, illetve a DFE M, haromszogek szabalyosak. Hatszoglinkben tehat mindenképpen legfeljebb 60°-0s po-
zitiv irdnyu forgatas viszi az AD irdanyat a BE iranyaba (3. dbra).

Ugyanez igaz BE és CF, illetve CF és DA iranyéra is. Mivel a harom forgatas szogének 6sszege 180°, igy mind-
harom forgatas pontosan 60°-os. Ekkor a segédtétel szerint mindharom szemkoztes oldalpar a végpontjaikat 6sszekots
metsz6 atlokkal egyiitt két szabalyos haromszoget alkot.

A hatsz0g minden csicsaban két 60°-os szog jon tehat létre, a hatszog szogei valoban egyenldk.

4. Legyen ABCD egy hirnégyszog. A D pontbdl a BC, CA és AB egyenesekre bocsdatott merélegesek talppontjai



legyenek rendre P, QQ és R. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor teljesil PQ = QR, ha az ABC< és ADC< szdgek
szogfelezdinek metszéspontja az AC egyenesen van.

AB
Kocsis Albert Tihamér megoldasa. A szogfelezs tétel szerint az ABC< szoglelez6je Bo &% ADC <« szogfelezGje

pedig o6l aranyban osztja AC-t. Ha a két szogfelezs az AC-n metszi egymast, akkor ennek a két aranynak meg kell

B AD M
40 4l —— =\, MB ¢
BC ~ DC , e~ MBes
M D felezik az ABC, illetve az ADC szogeket. Igy azt kell igazolnunk, hogy PQ = QR pontosan akkor teljesiil, ha
AB AD o i .. o . y
BC = DO vagy masképpen a négyszog szemkozti oldalainak a szorzata egyenld.
Legyenek az ABC haromszog szogei «, 5 és . Thalész tétele szerint R és @ rajta vannak az AD &atmérdjd koron.
Ebben a korben az RQ har hossza AD - sin RAQ< = AD - sin«. Hasonléan kapjuk a DC' atmérdji koérben, hogy
. . PQ DC-siny
P=DC- gy — = ———.
@ C-siny ey op = 4D sma

egyeznie. Megforditva, ha = ), akkor az AC szakasznak arra az M pontjara, amelyre

Folhasznalva, hogy az ABC haromszogben a szinusztétel szerint

siny AB . PQ DC-AB
= —, kapjuk, h —_— =

sina  BOT PSR ROSY AR T UAD . BC

Ebbél az egyenldséghdl leolvashaté a bizonyitandé allitas: PQ = QR akkor és csak akkor teljesiil, ha a négyszog

szemkozti oldalainak a szorzata egyenld.

Megjegyzések. 1. A bizonyitasban nem hasznéltuk ki, hogy ABCD hurnégyszog, az allitas igaz a sik tetszéleges négy
pontjara. Ismeretes mésfel6l, hogy harnégyszoghen a P, @ és R pontok egy egyenesen vannak, az ABC haromszog D
ponthoz tartozé Simson-egyenesén. Ezt azonban a bizonyitas soran nem kellett felhasznalnunk.

2. Lehetséges, hogy az ABC és az ADC szogek szogfelezsi egybeesnek, igy az allitas ugy pontosithato, hogy
PQ = QR akkor és csak akkor teljesiil, ha a két szogfelezének van k6z6s pontja AC-n.

5. Legyen n pozitiv egész €s legyenek x1,x2, ..., %y, olyan valds szamok, amelyekre 1 < xo < --- < x, teljesil.
(a) Bizonyitsuk be, hogy
n n 2 n n
2(7’L2 - 1) 2
(ZZ|ZE1'—ZEJ'|) Sig Z (i —x5)°.
=1 j=1 i=1 j=1

(b) Mutassuk meg, hogy egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha x1,...,x, szdmtani sorozatot alkotnak.



Racz Béla Andras megoldasa. Jelolje a bizonyitando egyenlGtlenség bal oldalat B, jobb oldalat J. Az i és j
szerinti szimmetriat kihasznalva

B = |:2 Z |Jij—$i|:| és JZWQ Z (:Z]'j—lll'i)Q.

1<i<j<n 1<i<j<n

Az x; sorozat rendezése miatt ¢ < j esetén |x; — x| = x; — ;. Igy

) > (;L-j_zi))Z.

1<i<j<n

Irjuk f6l a Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij egyenl6tlenséget az alabbi sorozatokras:

(o — @1 , X3 —T1 ,ov , Ty — X1 , X3 — T2 , Ly — T2 5 eev , Ty — X2 5 ove s
(1 , 2 ,....,;a-1, 1 , 2 ..., ¢n-2,..,

-3 Ip—1 — Tp—2,Tp —Tpn-2,Tn — Tn-1 )

., 1 A S B

Az els6 sorozat az x; — x;, a méasodik pedig a megfelel§ j — ¢ kiilonbségekbdl all.

@) B ¥ <j—z'><xj—xi>rs[ > w-af|| X u-if|-a

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

BT
j—i

allandé minden j > i-re. Ez pedig éppen annak a feltétele, hogy az x; szamtani sorozat legyen. J; méasodik tényez&je

n—1

Z(n — k) - k* alakba irhato, ami a négyzetszamok, illetve a kobszamok Gsszegére vonatkozo ismert Osszefiiggeések
k=1

szerint Osszegezhetd.

A felirt egyenl6tlenség minden valds x1, xo, . . ., x, sorozatra teljesiil és pontosan akkor van egyenléség, ha

n—1 n—1 2 2 2 2
5 3_ (n=Dn@n-1) (n-1)"n n?(n® —1)
n ,;,1 k ,;,1 k> =n 5 1 = 12 .
igy 2( 2 ) 2
n(n°—1 5 MmN

1<i<j<n

2
Ha belatjuk, hogy (2) bal oldalan By = T_GB’ akkor készen vagyunk, hiszen igy By < J;1-b6l valoban B < J kovetkezik

és az egyenlGség valoban akkor teljesiil, ha az z;, 9, ..., z, szdmok szamtani sorozatot alkotnak.
Tl2 'I’L2 2 2
5| E ] <[ T - -w) -n
1<i<j<n 1<i<j<n



pontosan akkor teljesiil, ha
n . .
(3) 5 () —zi) = (7 —i)(z; — z4),
2
1<i<j<n 1<i<j<n

hiszen a négyzetre emelt Osszegek tagonként nem negativak.
Legyen 1 < k < n és tekintsiik xj, egyiitthatojat (3) bal oldalan:

pk=g<21—21> zg[(k—l)—(n—k)].

i<k k<j

Ugyanez a mennyiség (3) jobb oldalan:

= (k=i)=> (j—k):

i<k k<j

A maésodik Osszeg tagjait (—1)-gyel szorozva és beiktatva a k — k = 0 tagot

Go=Y (ki) 4 (k=) + (k= 5) =3 (k—i),

i<k k<j i=1

k—1)+ (k-
azaz g = (k—1)+(k—2)+...+(k—n) = lt )+ (k—n)] . Lathato, hogy pr = qi, amivel a (3) azonossagot

2
igazoltuk és a bizonyitast befejestiik.

6. Legyen p primszdm. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan q primszdm, amivel minden n egész szdmra igaz az, hogy
n? — p nem oszthatdé q-val.

P 1
1 olyan primoszt6ja, amelyre ¢ # 1 (mod p?).

Kiss Demeter megoldasa. Adott p primre legyen ¢ a b

Ilyen ¢ primszam létezik, ugyanis

pr—1
p—1

=1l4p+...+pP '=14+p#1 (mod p?)

és igy van olyan primosztéja, amelyik 1-t6l killonb6z6 maradékot ad p2-tel osztva. Ez a q osztoja (p? — 1)-nek is, tehat
pP =1 (mod q). Ebb6l egyrészt (p, q) = 1 kovetkezik, masrészt az, hogy a p rendj (mod ¢) a p osztojaként 1 vagy p.
P—1
Megmutatjuk, hogy p rendje (mod ¢) nem lehet 1, azaz p Z 1 (mod q). Ellenkezd esetben ugyanis 0 = p—l =
p—
L+p+...+p" ' =p (mod q), ami ellentmondas.
A p rendje (mod q) tehat éppen p. Mivel (p;q) = 1, a kis Fermat-tétel szerint p?~! =1 (mod ¢). Ekkor a p rendje

-1
osztoja a kitevonek, p | ¢ — 1, tovabba ¢ valasztasa miatt p 4 q—. Most méar készen allunk annak bizonyitasara, hogy
p

a talalt ¢ primszamra teljesiil a feladat allitasa.

'Ha a ¢ primszim nem osztdja az r egész szamnak, akkor végtelen sok olyan pozitiv egész kitevs létezik, amelyre ™ = 1 (mod g).
E kitevok legkisebbikét az r rendjének nevezik (mod gq). Igazolhato, hogy r™ = 1 (mod ¢) akkor és csak akkor teljesiil, ha n, a kitevs, az
r rendjének a tobbszordse. Ezt a tulajdonsagot tobbszor haszniljuk a bizonyitas soran.



Tegyiik fel ugyanis, hogy valamilyen n egészre q | n” — p, azaz n” = p (mod ¢). Ekkor (¢,n) = 1, hiszen lattuk,
hogy (q,p) = 1. Igy a kis Fermat-tétel szerint n?~' = 1 (mod ¢), masrészt indirekt feltevésiinkbél

a=1 a=1
nt™t=(nP)r =pr (modqg),

vagyis
qg—1

1=p P (modgq)

1
-nek. A ¢ primszam tehat

kovetkezik. Ez azonban nem lehetséges, hiszen p, ami a p rendje (mod ¢), nem osztdja -

valoban nem osztoja (n? — n)-nek.




