Vancs6 Odon

Bevezetés

A Véletlen cimi modern ismeretterjeszt6 tancjatékban — amelyet a KoMal Ifjasagi Ankétjanak résztvevdi is meg-
tekinthettek az utolso estén (december 22-én) — keriilt el§ a kovetkezs probléma:

Valaki feldob egy szabdlyos dobokockdt 40-szer. Mindig feljegyzi, hogy melyik szdm jott ki. Annak az eseménynek a
valdszindségére vagyunk kivancsiak, amelyben mind a hat szdm éppen pdratlan sokszor fordul eld.

Ez a kisérlet a darabban le is jatszodott; mindegyik tancosnak volt egy sorszama (éppen hatan voltak), s akinek
a szama kijott, az vagy ,,meghalt”, ha addig tancolt, vagy ,feltdmadt”, ha addig a szinpadon fekiidt. A kérdés az volt,
hogy lesz-e olyan pillanat, amikor mindenki a szinpadon fekszik, feltéve, hogy kezdetben mindenki téancolt. Csak az
érdekesség kedveéeért jegyzem meg, hogy a premier és az utana kovetkezs két elGadas alatt ez dsszesen egyszer kovetkezett
be. Mint latni fogjuk, az esély kb. 0,36, tehat ez meglepGen jo egyezés.

Honnan hova?

LegelGszor tisztazzuk, mi is a kérdés. Minden dobasnal meg lehet mondani, hogy addig hany szam fordult el6
paratlan sokszor. Kezdetben ez a szam 0, hiszen minden 0-szor fordult els, és a nulla paros szam. Az elsG dobas
utidn biztosan egy szam lesz, ami péaratlan sokszor fordult els, a tobbi paros. A méasodik dobés utdn vagy tjra az
els6t dobom, ekkor megint mind paros, tehat a paratlanok szama 0; vagy egy masikat dobok, akkor méar két péaratlan
lesz. Hasonloképpen lehet folytatni. Lathato, hogy a paratlan sokszor eléfordult értékek szdma szerint 7 kiillonbozé
allapot van: 0,1,2,3,4,5,6. Az els6 allapotboél indulunk, és az utolsé allapotba keriilés esélye érdekel benniinket. Azt
kell meghatarozni, hogy az egyes allapotokboél milyen allapotokba lehet atkeriilni, s ezek az Atmenetek milyen eséllyel
kovetkeznek be.

Minden allapotbol kétféleképpen léphetiink tovabb: vagy 1-gyel ng, vagy 1-gyel csdkken a paratlanok szama. Ilyenkor
az allapotok kozotti atmeneteket egy graffal szokis szemléltetni. Esetiinkben a graf a kovetkezéképpen néz ki:
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Az atmenetek valosziniiségét is konnyd megadni: a 0-bol csak az 1-be lehet lépni, 1 eséllyel. Az 1-bél 1 eséllyel
visszalépek a 0-ba, ha éppen azt az egy szdmot dobom, ami eddig egyediil paratlan sokszor fordult eld; % eséllyel masik
szamot dobok, és a ,,2 paratlan” allapotba keriilok. Innen % eséllyel jutok vissza az 1 allapotba (az eddig paratlan
sokszor el6fordulo két szam valamelyikét dobva), mig % eséllyel a 3-ba keriilok. Kénnyen latszik, hogy innen % a
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visszajutas esélye a 2-be, és hasonléan — a 4-be keriilésé. A tovabbiakat az abran latjuk. A 6-bol 1 eséllyel keriilok

vissza az 5-be. Mivel azonban a 6-ba keriilés esélye a kérdés, azért médositsunk a szabalyokon Ggy, hogy innen méar
nem lehet kilépni, azaz 1 eséllyel itt maradok. Ekkor a kérdés az, hogy milyen eséllyel keriilok a 40 lépés soran a 6-os
allapotba. (Az most nem szamit, hogy hanyadik lépésben értem el a 6 allapotot, onnantol ott maradok. A tancjatékban
ez nem igy volt, ott tovabb ment a dobalas, és Gjra vissza lehetett keriilni az 5 allapotba, stb.)

Nézziik meg, hogy két 1épés utan mi térténik. Ekkor a 0, 2 dllapotok egyikében lehetek csak. Milyen esélyekkel, ez a
kérdés. Ezeket az esélyeket nyilvan gy lehet szamolni, hogy a kiilonb6z6 lehetséges utak esélyeit 6sszeadom. Grafunk
nagyon egyszerd, ezért nincs tul sok it az egyes dtmenetekre: pl. a 2 pontbdl csak a 0-ba, vagy a 4-be juthatok, vagy
visszakeriilok a 2-be. Ez utobbi két dton lehetséges: a 2-1-2 vagy a 2-3-2 moédon. A fiiggetlenség miatt a két esetnél
két esély szorzata 1ép fel, és ezek Osszege lesz a helyben maradas esélye a 2 allapotban.

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket. Jelolje p,(f) annak a valoszintiségét, hogy ¢ dobas utdn pontosan k darab szam
fordult el paratlan sokszor. Igy az ¢ dobas utani helyzetet a
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sorozat (mas szoval eloszlds) irja le. A kezdeti (¢ = 0-hoz tartozo) eloszlas nyilvan 1,0,0,0,0,0,0, hiszen kezdetben
1 valészintséggel — s6t biztosan — minden szdm nullaszor, tehat paros sokszor fordult eld, vagyis 1 a valdszintisége
annak, hogy 0 darab szam fordult el paratlan sokszor, ezért 0 valoszintiségi minden olyan esemény, amikor a paratlan
sokszor el6fordultak szdma k > 1.



Ha ismerem a kezdeti eloszlast, azaz hogy milyen eséllyel indulok az egyes pontokbol, akkor az egy lépéssel késébbi

eloszlast az dtmenet valdsziniségek segitségével lehet megkapni. Ha ugyanis az i-edik allapotbol a j-edikbe valé dtmenet
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esélye a p;; szadm, akkor a teljes valoszintség tétele szerint a kezdeti py ', py 7, ...,pg  eloszlasbol a py 0y 7, ..., Py
eloszlas lesz, ahol
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Matrixok

Az eloszlasokra kapott képletek sokkal attekinthetGbbé és kezelhetGbbé valnak, ha a matrixok nyelvére forditjuk le
Gket.

Matrixnak a szamok téglalap-szert, azaz (,yvizszintes’) sorokba és (,fliggtleges”) oszlopokba rendezett tablazatét
nevezziik. Példaul az
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matrixnak két sora és harom oszlopa van (ezt Ggy is szokas mondani, hogy az M 2 x 3-as matrix). A 2,4,3,5,3,1
szamok a matrix elemei. Példaul a 3 az M els6 soranak harmadik eleme — rovidebben az M (1, 3)-adik eleme, ami
esetiinkben egyenlé az M (2,2)-edik elemével. Egy matrix allhat akir egyetlen sorbol vagy egyetlen oszlopbdl is,
ilyenkor sorméatrixrol, ill. oszlopmatrixrél beszéliink; igy egy tetsz6leges matrix sorai és oszlopai maguk is matrixok.
Matrixokkal tobbféle miivelet is értelmezhets; eztttal csak egyikiikkel foglalkozunk, a matrixok szorzasaval. ElGszor
egy
a = [al a9 an]

sorméatrixnak egy

by

ba
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oszlopmatrixszal valo szorzatat definidljuk: legyen a - b az az 1 x 1-es matrix — vagyis egy szam —, amelynek egyetlen
eleme a1by + agbs + ... + apb,. Két matrix szorzatat ezutan a kovetkezGképpen értelmezziik. Legyen A n x k-as, B
pedig k x r-es matrix (azaz megkoveteljiik, hogy A sorai ugyanolyan hossztak legyenek, mint B oszlopai); ekkor AB

az az n X r-es matrix, amelynek (i, j)-edik eleme az A i-edik sordnak a B j-edik oszlopaval valo szorzatanak egyetlen
eleme (1 <i<mn,1<j<r). Pédaul
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Feltiing, hogy altalaban két kiilonb6zd alakd méatrixot szorzunk egymassal, és a szorzat alakja altalaban kiilonbo-
zik mind a két tényezének az alakjatol. Ennek lattan taldn nem annyira meglepd, hogy ez a szorzasi mivelet nem
kommutativ: ha értelmezett az AB szorzat, akkor a BA szorzat rendszerint nem is értelmezett; de ha mégis, az alakja
rendszerint eltér AB alakjatol. Kivétel, ha A és B egyarant n x n-es méatrixok; ekkor AB és BA is értelmezett, és
mindketten n x n-esek — de BA &ltalaban még ekkor is kiilonbozik AB-t6l. Belathato viszont, hogy a matrixszorzas
asszociativ: ha A n x k-as, B k x r-es, C pedig r X f-es méatrix, akkor (A- B)-C = A - (B - C). Ezért tobbtényezds
szorzatokban a zarojeleket elhagyhatjuk (ugyanezt tessziik tobbnyire a szorzas jelével is).

Markov-lancok

A matrixokkal tortént bevezets ismerkedés utan térjiink vissza a 2. rész végén kapott
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képlethez. Jelolje M azt a 7 x 7-es méatrixot, amelynek (i, j)-edik eleme p;_1 j_1, vagyis annak a valészinisége, hogy
az 1 — 1 allapotbol egy dobéassal a 7 — 1 allapotba keriiliink:
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ami ugy adédott, hogy a hetedik allapot tn. nyeld lett, onnan (1 valoszintséggel) nem lehet kilépni.

«

Jelolje p' az f-edik eloszlast leiro [p(z) pge) e pée)} sorméatrixot; ekkor (minden ¢-re) az (1) képlet a matrixszorzas
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nyelvén a kovetkezGt jelenti:
pth = p® . a1

Alkalmazzuk ezt rendre £ = 0,1,2, 3, .. .-ra:

pM =p©®. 3, p® =p®. M= (p©. M) M =p©® . M2,

p® = (p(O) . M2) M =pO . M3, pW= (p(O) -M3) M =p. M,
ahonnan lathat6 — és egyszerd indukcioval igazolhat6 —, hogy
p =p®. M =1[1000000] M

ez éppen az M matrix f-edik hatvanyanak az elsé sora.

Eredeti feladatunkra visszatérve, a ,minden tancos halott” esemény 40 lépésen beliili bekovetkezésének valoszint-
ségét az M matrix 40-edik hatvanyaban az els6 sor utolsé eleme adja meg. Egy matrix negyvenedik hatvanyat kézzel
kiszamolni elég nehézkes, ezért hasznaljunk gépet (mar egy grafikus kalkulator is megteszi); a keresett negyvenedik
hatvany:

(0,022 0 0321 0 0294 0 m

0 04129 0 041 0 0,098 0,363
0,0214 0 0311 0 0,285 0 0,382
PP=1 0 0,123 0 0391 0 0,094 0,393
0,0196 0 0,28 0 0,262 0 0,433

0 0,098 0 0312 0 0,075 0,515
0 0 0 0 0 0 1
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A minket érdekls szam az els6 sor hetedik eleme, amelyre gépi kerekitésekkel 0,363 adodik: kicsit tobb, mint 3
annak az esélye, hogy a 40 dobés sorén el6all az az allapot, hogy minden tancos ,halott”.

A szamolast kissé egyszertsitheti a kovetkez6 észrevétel: mivel a 0-bol indulunk, azért a negyvenedik 1épésben csak
péaros pontban lehetiink, igy elég a kétlépéses folyamatot 20-szor ismételni. Ekkor 7 x 7-es helyett csak 4 x 4-es a
hatvanyozand6é méatrix. Rajzoljuk fel, hogy két 1épés egymasutanjanak eredményeként mi torténhet:




Itt csak négy &llapot lehet, az atmenet valdsziniliségek méatrixat agy kapjuk, hogy az eredeti dbran két lépést Ossze-

vonunk. Igy viszont egy (dupla) lépés eredményeként pozitiv valoszintséggel helyben is maradhatunk, ezt jelzik az
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Abran levd hurkok; pl. allapot eseté helyb das valoszintisége 1 - -, a 2 esetén: — - =+ - - - = — = —.
abran levs hurkok; pl. a 0 allapot esetén a helyben maradés valoszindsége , & 2 esetén: o 6+6 536" 18

Mindezek az eredeti dbra két 1épéses valoszintségeibsl adédnak. Ezzel a métrix:
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Eszerint a feladatunk e 4 x 4-es méatrix 20-adik hatvanyanak a kiszamitasa; az eredmény a kovetkezd:

0,0221 0,3206 0,2942
20 — (0021303108 02852 0,3827
0,0196 0,2852 0,2616 0,4335

0o 0 0 1

Az eredmény szamunkra érdekes része termeészetesen ugyanaz, mint az elbb (csak itt nagyobb pontossaggal szamol-
tunk, egy tizedes jeggyel tovabb menve az eredeti matrixnal is 0,3631 lett volna az eredmény).

Termeészetesen vet6dik fel a kérdés: mennyire (ill. hogyan) fligg a kapott eredmény a dobésok szamatol. A 6-
os allapot eléfordulasanak valdszintisége nyilvan monoton névs fiiggvénye a dobasok szamanak. Az viszont talan
meglepd, hogy tetszblegesen sok dobast megengedve a valosziniiség akarmilyen kozel keriilhet az 1-hez. A maéatrixok
nyelvén ez agy is fogalmazhato, hogy az M métrix n-edik hatvanyadban az els§ sor utolsé eleme tart az 1-hez, ha n
tart a végtelenhez. (Ahhoz azonban, hogy kozel legylink az 1 valoszintiséghez nagyon sok dobas kell, pl. 200 dobas
esetén még mindig ,csak” 0,994 a keresett esély.) Mindez annak a kovetkezménye, hogy a rendszeriink nyels. S6t, a
6-os allapot bekovetkezésének valdszintisége akkor is 1-hez tart, ha nem az [1 00000 0} eloszlasbol indulunk Kki.

Még érdekesebb a helyzet akkor, ha az atmenet valoszintiségek matrixa olyan, hogy valamelyik hatvanyanak minden
eleme pozitiv (az ilyet reguldris atmenet matrixnak nevezziik). Ekkor egyrészt az eloszlasoknak létezik (ugyancsak a
kiindulotol fiiggetlen) ,hatarértéke” — azaz nem csak az egyik éallapot elérésének a valoszintisége konvergél, hanem
valamennyié. S6t, ilyenkor az dtmenet valoszintségek matrixanak a hatvanyai is egy bizonyos matrixhoz tartanak (a
megfelels helyen allo elemek sorozata konvergens). Megjegyzendd, hogy ez az utobbi tény az ,erGsebb” tulajdonsag,
amibdl az elébbi (az eloszlasok sorozatanak konvergenciaja) viszonylag egyszertien kovetkezik. Nyels folyamatot leird
métrix azonban soha nem regularis — ezt az Olvasé konnytszerrel belathatja.

Az olyan folyamatokat, ahol egy adott allapotba keriilés esélye az el6z6 allapotnak és az dtmeneti valoszintiségek
métrixanak szorzatabol kaphatoé meg, Markov orosz matematikus utédn szokas Markov-lancnak nevezni. Markov foglal-
kozott el&szor szisztematikusan az ilyen problémakkal, 6 volt az egyik megalapit6ja a hires orosz valészintiségszamitasi
iskolanak, amelynek legismertebb alakjai még a XIX. szdzadban Csebisev és a XX. szdzadban Kolmogorov voltak.
Nagyon sok folyamatot lehet ezzel a modellel leirni; az érdekl6dSknek a kovetkezd magyar nyelvi olvasményt ajanljuk
a témahoz: J. G. Kemeny —J. L. Snell-G. L. Thompson: A modern matematika alapjai, Miszaki Konyvkiado, 1971.
(Témank a 291-312. oldalakon talalhato, érdekes alkalmazésai pedig a 440-477. oldalakon olvashatok.)



