Réabai Imre

1. Az (a,) sorozatban minden n pozitiv egész szémra
n = 20p41 — Gpn+2 €8 a2 +ag = 8.

Hatdrozzuk meg a sorozat elsd 7 tagjanak az dsszegét.

Megoldas. Minden pozitiv egész n esetén a,42 — Gn+1 = Gnp4+1 — Gn, tehdt a sorozat szdmtani sorozat. igy
a1 + a7 = az + ag = 8, az els§ 7 tag Osszege pedig

a1 + ay

7.
2

= 28.

2. A 4 egység sugari ki €s ko korék a D pontban érintik eqgymdst. A kiérok kozds dtmérdegyenese a ki kért a D
és az A pontban metszi. A D pontra illeszkedd, AD-vel 60°-o0s sziget bezdrd eqyik szeld a ky kort a C, a ko kért a B
pontban metszi (C # D, B # D). Hatdrozzuk meg az ABC' hdromszdg teriletét.

Megoldas. A Thalész-tétel szerint az ACD<t = 90°. Az ADC derékszogii haromszogben az atfogd AD = 8 egység,
ADC< = 60°, tehat CD = 4, AC' = 4v/3 egység. Az ABC haromszog derékszogi, és mivel CD = DB = 4 egység,
azért BC = 8 egység, az ABC haromszog teriilete

8-4/3

5 = 16v3 teriiletegység.

T =

3. Oldjuk meg az
T+ 2y + 2+y/x + 2y = 15,
2
Vo2 —dr—1= ——
g 2y —4dx

egyenletrendszert, amelyben x és y valds szdmokat jelolnek.

Megoldas. Legyen \/x + 2y = a, ahol a > 0 és v+ 2y > 0 és /2y —4x = b, ahol b > 0 és 2y — 4o > 0. Ekkor
a>+2a—15=06sb> —b—2=0,ahonnan a =3 és b =2, x + 2y = 9 és 2y — 4z = 4. Az egyenletrendszer egyetlen
megoldésa az x = 1, y = 4 szampar.

4. Az ABC hdromszégben BAC< = 60°. Az A csticsponton dtmend szogfelezd egyenes a BC oldalt olyan D pontban

BD
metszi, amelyre oD -1 Szdmitsuk ki a hdromszég mdsik két szdgét.

AB 1
Megoldas. A szogfelezs osztasarany tétele szerint -1 Legyen ACB< = =, ekkor ABC'<t = 120° — ~, igy a
szinusztétel alkalmazasaval
1*& ﬁcos —l—lsin = 4sin zsin *ﬁcos t *ﬁ
17 S (1200 — ) 2 CORY TSI T ARSI, o S T eosy, Y =
ABC< ~106,10°, ACB< ~ 13,90°.

5. Azon 200 cm keriiletd hirtrapézok kiozil, amelyeknek két szoge 45°-o0s, melyiknek mazimdlis a terilete? Mekkora
ez a terilet?

Megoldas. Legyen a trapéz magassaga x cm, a rovidebb parhuzamos oldal y cm. Ekkor a hosszabb parhuzamos
oldal 2x + y, a szarak hossza V2 em. A trapéz teriilete

2o+ 2y

T(x;y) 5 x,

T(xz;y) = (x+y)z.

A feltétel szerint 2z + 2y + 22v/2 = 200, ahonnan z + y = 100 — zv/2, tehat
T(x) = a:(l()()—:z:ﬁ) és O<y= 1()()_:13(1 + \/5),

tehdt 0 < z < 100(V2 — 1).
Teljes négyzetté kiegészitéssel

T(x) = v2(25v2)° = V2(z — 25v2)".
Mivel 0 < 25v/2 < 100(V2 — 1), azért T(z) akkor maximalis, ha z = 25v/2 cm.



A maximalis teriilet 7 = 1250v/2 cm?. Ez annak a hartrapéznak a teriilete, amelynek parhuzamos oldalainak
hossza (50 — 25v'2) cm, illetve (50 +25v/2) cm, a szarak hossza 50 cm.

6. Oldjuk meg a valds szamok halmazdan az aldbbi egyenldtlenségeket:

a) log,_1|(z +6) +log_1 o <0;
le—1]

b) log|,_1)(z +6) +log_1_x>0.
lz—1]

Megoldas. Az egyenlGtlenségek akkor értelmezhetSk, ha
x>0, |z—1]>0 éslx—1]#1,
azaz ha 0 <z < 1 vagy 1 < x < 2 vagy = > 2. Vegyiik figyelembe, hogy
log1 b= —log, b,

ahol @ > 0, a # 1 és b > 0. Ennek alkalmazasaval:

a) log|,_1((z + 6) < log|,_q z;

b) log,_q|(z + 6) > log|,_q| @

a) Ha 0 < |z — 1| < 1, azaz most 0 < = < 1 vagy 1 < = < 2, akkor a logaritmusfiiggvény szigortian monoton
csokkend, tehat x + 6 > =, ami minden ilyen z-re teljesiil.

Ha |z — 1| > 1, azaz most = > 2, akkor a logaritmusfiiggvény szigortian monoton névekvs, tehat = + 6 < z, ami
egyetlen z-re sem teljesiil. Az egyenlGtlenség megoldasai a 0 < x < 1 vagy az 1 < x < 2 valds szamok.

b) Hasonl6 modon kaphato, hogy az x > 2 valos szamok a megoldasok.

7. Egy négyzet alapi egyenes hasdb alapéle a, oldaléle b egység hosszi, ahol a és b pozitiv egész szamok. A hasdb
feliiletét befestjiik, majd a hasdbot eqységnyi €élhosszusdgi kockdkra vagjuk. Az igy kapott kockdk kézétt 112 db olyan
van, amelyeknek pontosan egy oldallapja festett.

Hatdrozzuk meg az eredeti hasdb felszinét és térfogatdt!

Megoldas. Ha a < 2 vagy b = 1, akkor nincs olyan kis kocka, amelynek csak egy lapja festett, igy a > 2 és b > 2.
A hasab élei mentén elhelyezkedd kis kockdknak legalabb két lapja festett, igy az egy oldalon festett kockak szama
2(a—2)° +4(a—2)(b—2) = 112.
Atalakitasokkal
(a —2)(a+2b—6) =56,

ésa—2<a—242(b—2)=a+2b—6 és vegyiik észre, hogy a két tényezs azonos paritésd. 56-nak két ilyen felbontéasa
van: 56 = 2 - 28, illetve 56 =4 -14. Ha a — 2 = 2, a = 4, akkor b = 15; ha a — 2 = 4, a = 6, akkor b = 7, és mindkét
megoldas megfelel a feltételeknek.

Ha a = 4 és b = 15 egység, akkor a hasab felszine A = 2a% + 4ab = 272 teriiletegység, a térfogata V = a?b = 240
térfogategység, ha a = 6 és b = 7, akkor a hasab felszine A = 240 teriiletegység, a hasab térfogata V = 252
térfogategység.

8. A k valds paraméter mely értékei esetén lesz az
' — (k+3)2? +3k=0
egyenlet négy kilonbozd valds gydke eqy szamtani sorozat négy egymdst kovetd tagja?

Megoldas. Az adott egyenlet z?-re masodfokt, ahonnan z? = 3 vagy 22 = k. Az eredeti egyenletnek akkor van
négy kiilénbozs valos gyoke, ha k > 0 és a négy gyok: V3, —v/3, Vk, —Vk.

A négy gyokot egy novekvs szamtani sorozat négy egymas utani tagjaként kétféleképpen irhatjuk fel attol fiiggden,
hogy k > 3 vagy 0 < k < 3.

Az elsG esetben —\/E, —V/3, V3, \/E, és igy

03=-V3+vk VEk=3V3 k=27,
a masodik esetben —v/3, —Vk, Vk, V3, és igy

k= -VE+v3, VE=vE, k=1,

1
Csokkend sorrendben valo felirds nem ad Gjabb megoldast, ezért k = 27 vagy k = 3 esetén lesz a megadott negyedfoki

egyenlet négy kiilonbo6z6 gyoke egy szadmtani sorozat négy egymast kovets tagja.



