Pintér Ferenc

1. Hozzuk egyszeribb alakra o kivetkezd kifejezést:

1+ a4 Va2 (I, _xé)_ll_l.(ue/z).

1—2

Megoldas. Attekinthet6bbé teszi a szamolast, ha /z-et 1j valtozoval jeloljiik. A miiveletek elvégzése utan 1-et
kapunk eredményiil.

2. Hatdrozzuk meqg az x és y szdamgegyeket ugy, hogy igaz legyen a kovetkezd eqyenldség:

3 - TTXTTT = YTTTIT — Y-

Megoldas. Vezessiik be az a = TzzzT jelolést. Ekkor a kovetkez6t kapjuk:
2.-a=y00000 —y, azaz 2 -a=99999y =9y 11111.

Masrészt 2a = 2z - 11111, ezért 2z = 9y. Ebb6l kovetkezik, hogy x =9, y = 2.

3. Adott az ABCD rombusz. Az ABD hdromszég kéré irt R sugari kor dthalad a BC'D hdromszégbe irt kir
kézéppontjan. Fejezziik ki R segitségével a rombusz teriletét.

Megoldas. Jelolje O a BC'D haromszogbe irt kor kozéppontjat, a pedig a rombusz oldalat. Ekkor a BAO< =
BDO<, hiszen az OB hirhoz tartozo keriileti szogek. Ebb6l pedig kovetkezik, hogy a BC'D haromszog és igy az ABD
haromszog is szabalyos.

2
a .

Igy a rombusz teriilete: Tapcp = , és ha figyelembe vessziik, hogy a = 2R - sin60°, a teriiletre Tapcp =

3'7\/5 . R? adodik.

4. A k paraméter mely értéke esetén lesz a
(k* =5k +3)z* + (3k — 1)z +2=0

egyenlet eqyik gyoke kétszerese a mdsiknak?

Megoldas. Az egyenlet akkor masodfoki, ha a fGegyiitthato, k% — 5k + 3 # 0 és akkor vannak valos gyokei, ha
D= (3k—1)" —8(k®—5k+3)>0.

A két feltétel teljesiilésérdl a kapott k ellendrzésével is meggy6zdhetiink, valasszuk most ezt az utat.

Ha x1 és x2 az egyenlet gyokei, akkor a feltétel pontosan akkor teljesiil, ha a

P = (2!E1 — {Ez)(2$2 — LL‘l)

szorzat nulla. A miveletek elvégzése utan P = bxize — 2(96% + :C%) = Oz129 — 2(z1 + .%'2)2. A gyokok és egyiitthatok
kozotti Osszefiiggések felhasznalasaval
18 2(3k — 1)* 2

pP= = = —39k + 26),
k2 —5k+3 (k2 —5k+3)° (k2—5k+3)2( )

wl N

igy P = 0 pontosan akkor teljesiil, ha k =

1 1
Ebben az esetben a f6egyiitthaté nem 0 <§>, a diszkriminans pozitiv (5), igy két gyok létezik.

2 1
Megjegyzés: Ha k = 3’ akkor az egyenlet §x2 + x4+ 2 =0, a gyokei —6 és —3.
5. Az ABC hdromszdgben a B cstcsndl lévd szog, 3 = 60°. Megrajzoljuk az A és C csticsokbol induld szogfelezdket,
melyek egymdst az O pontban, a szemkizti oldalakat pedig a D és E pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy OD = OF.
Megoldas. Mivel az AOE< az ACO haromszog kiils6 szoge, azért

a v (180° —p) R
AOEq4= -4+ -=—"2=60°.
< 2 + 2 2
Ez azt jelenti, hogy a BDOEFE négyszog hurnégyszog. Koriilirt korének B pontjabol a DO és az FO hurok egyenld,

30°-os szogben latszanak (BO szogfelezs), azért ez a két har valoban egyenld.



6. Oldjuk meg a kivetkezd egyenldtlenséget a valds szamok halmazan:

2z+1
T —

0,2!°807 7273 < 1.

1 3
Megoldas. A logaritmus értelmezése miatt a tort csak pozitiv értéket vehet fel, ez & < 5 vagy © > 3 esetén

2 1
teljesiil. 1-nél kisebb pozitiv alap hatvanya akkor és csak akkor kisebb 1-nél, ha a kitevd, log , ;—4_3 pozitiv. A 0,7
T o _

2¢ 4+ 1

alapu logaritmusfiiggvény szigoriian monoton fogyo, igy ez pontosan akkor teljesiil, ha 5 < 0,7° = 1. Ez az

3 1
egyenl6tlenség akkor teljesiil, ha x < > ezen a halmazon pedig az eredeti kifejezés akkor értelmes, ha z < —5 igy ez
a halmaz az egyenl6tlenség megoldésa.

7. Egy tetraéderben két szemkdzti €l hossza x, a tébbi €l hossza pedig egységnyi. Szamoljuk ki a tetraéder térfogatit,
mint az x figguényét! Milyen x érték esetén lesz a tetraéder térfogata a legnagyobb? Mennyi ez a legnagyobb térfogat?

Megoldas. Legyen ABCD az adott tetraéder, CD = AB =z, M és N az AB és CD élek felezSpontja.
Mivel AN és BN egy-egy egyenls szart haromszog silyvonala és igy magassaga is, azért AN LCD és BN1CD, a
CD él mer6leges az ABN sikra és igy az abban fekvé N M egyenesre. Hasonld indokkal kapjuk, hogy NM L AB.
1 —_— 1l
Az elmondottakbol kévetkezik, hogy Vapep = gTABN -CD = 6 -AB-CD-MN, ahol Typn az ABN haromszog
teriiletét jeloli.
A Pitagorasz-tétel alkalmazéasaval

2 2 2
MN =BN -BM =(1-2) -2 1%
4 4 2
P 1
adodik. Igy V = Th 22 \/4—2x2 ahol 0 < = < V2. A V > 0 térfogat legnagyobb értéke nyilvan ugyanazon z

értéknél van, mint a 122V2(z) = 2% (4 — 22?) fiiggvény legnagyobb értéke.
Utobbi meghatarozasara hasznaljuk a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget:

2 2 2\ 3 3

+x*+4—2zx 4
404 _902) — 22 . 22 . (4 — 242) < € _ (%
x( x¥)=a" 2" ( z7) < 3 3]

4
egyenlGség akkor van, ha x? = 4 — 22°, ahonnan 2% = 3 adodik, ami lehetséges.

. 2 2v3
Igy a térfogat x = — esetén lesz a legnagyobb, értéke pedig Vipax = i

/3 27

8. Bizonyitsuk be, hogy az ABC hdromszég AA; és BBy stulyvonalai akkor és csak akkor merdlegesek egymdsra, ha
a szokdsos jelolésekkel:
ctgy = 2(ctg a + ctg B).

Megoldas. A koszinusztétel, illetve a 2T = besin o Osszefiiggés felhasznalasaval (T az ABC héaromszog teriilete)

—a? 4+ 42 . 2T b ¢ —a2—|—b2—i-c2I
COSO = —— es sin o« — ——, alionnan ¢ o= —————".
e b’ & AT &y
—a? 402+ —b24a+A3 —c? 4+ a? +b?
2(ct tg B) — ctgy = 2 _ _
(ctga + ctg B) — ctgy ( T + T ) T
1
= E(502 — CL2 — b2)

Megmutatjuk, hogy ez az érték akkor és csak akkor nulla, ha az AA; és BB; stlyvonalak mer6legesek.
Ha S a haromszog silypontja, akkor Thalész tétele szerint az ASB szdg akkor és csak akkor derékszog, ha AB =

2 4
25C1, ahol CCy a C-bdl induld sulyvonal, tehat ¢ = 580’ vagyis ¢® — §s§ =0.
A sulyvonal-tétel szerint 45 = 2a® + 2b% — ¢?, tehat

o 4o o 287420

" —=s.=c _ =

2 2 2 32
9 9 9(50 a b).

Azt kaptuk, hogy mind az AA;, BB; sulyvonalak merdlegessége, mind pedig a 2(ctg o+ ctg §) = ctgy Osszefiiggés
az a® + b = 5¢% egyenlGséggel ekvivalens, amib6l a bizonyitando allitas kovetkezik.



