Manapség eléggé elterjedt, hogy a kiilonbo6zé cégek ugy igyekeznek ndvelni termékiik fogyasztasat—vasarlasat, hogy a
termékben elrejtenek valamit, és ajandékot igérnek annak, aki ezekbdél meghatarozott szamut 0sszegytijt és visszakiild.
Az alabbiakban ehhez kapcsoloddan fogalmazunk meg egy konkrét feladatot, és megvizsgaljuk, hogy a valosziniiség-
szamitas eszkozeit alkalmazva hogyan oldhat6 meg.

A feladat: , Tegyiik fel, hogy eqy bizonyos fajta iditditalban a gydrté minden kupak belsejében egy szines négyzetet
helyezett el. Ha dssze akarjuk gyidjteni mind a hat kilonbozd szind négyzetet (mondjuk azért, mert jutalom jdr érte),
eldreldthatolag hany darab iditét kell venniink?” (Jatékos kedvi olvaséink megtippelhetik a valaszt!) A megoldas soran
fontosak lesznek az alabbi feltételek: minden termékben van pontosan egy szines négyzet, ,,nagyon sok” van a
termékbdl, és a szinek eloszlasa egyenletes.

A cikkiinkben el6fordulé, a valoszintiségszamitas témakoréhez kapcesolodo fogalmak jelentését igyeksziink megma-
gyarazni, de terjedelmi okokbol ezeket nem targyalhatjuk részletesebben. (Ha valaki tobbre kivancsi, annak ajanljuk
példaul [2]-t vagy [3]-at.)

Az els6, amirgl szélnunk kell, az a valdsziniségi valtozo. Nos, megtéveszts neve ellenére ez egy fliggvény, amely egy
véletlen esemény minden lehetséges kimeneteléhez egy-egy valos szamot rendel. Diszkrét valészintségi valtozorol be-
széliink akkor, ha egy valoszintiségi valtozo véges sok vagy legfeljebb megszamlalhatdan végtelen sok értéket vehet csak
fel. (Cikkiinkben kizarolag ilyen valészintségi valtozok fordulnak majd el6.) A valoszintségi valtozot a tovabbiakban
X-szel jeloljiik. Azt, hogy egy valoszintiségi valtozd az egyes értékeit mekkora valoszintiséggel veszi fel, a valosziniiségi
valtozo eloszldsanak nevezziik. Vegyiink példaul egy szabélyos alakd doboékockat, irjunk egyik lapjara 3-ast, két lapjara
6-ost, a maradék harom lapra pedig 8-ast. Az X valoszintségi valtozo értéke legyen kockadobés esetén a feliil levs
szam. X értékeit és eloszlasat a kovetkezs tablazatbol olvashatjuk le:

A valészintségi valtozo értékei

A val6szintiségi valtozo eloszlasa

o = W
ol —H o
b | — oo

Ha nagyszamu kisérletet végziink, akkor az X valoszintségi valtozd megfigyelt értékeinek a szdmtani kozepe egy
adott szam koril ingadozik, ez a valoszintségi valtozd vdrhaté értéke, amit altalaban E(X)-szel jelolink. A varhato
érték definicioja diszkrét valoszintiségi valtozd esetén a kovetkezSképpen szol:

Ha az X diszkrét valdsziniségi vdltozo értékei xq,x2,...,%p, ..., €s ezeket rendre p1,p2,...,pn, ... valdszindséggel
veszi fel, akkor a vdrhato érték E(X) = Zpixi, amennyiben az dsszeg értéke véges.

K3
Fenti dobokockas példanknal eszerint a varhato érték

1 1 1
E(X)=3 6+6 3+8 > =6,5.

Ha a kisérletnek végtelen sok kimenetele lehetséges — példaul egy érmét dobalva azt figyeljiik, hanyadik dobésra
kapunk el@szor fejet —, akkor a fenti definicioban végtelen tagu Osszeg, ugynevezett végtelen sor szerepel. A varhato
érték akkor létezik, ha ez a sor az analizis kritériumai szerint konvergens, a varhato érték pedig a sor Osszege. A pozitiv
taga konvergens sorok ugyanugy kezelhetSk, mint a véges 0sszegek, ilyen sor tagjai atrendezhetsk, csoportosithatok, a
sor tagonként szorozhato egy szadmmal, ilyen sorok Osszege tagonként Osszegezhetd. A cikkben ezeket az atalakitasokat
hivatkozas nélkiil hasznaljuk.

Nem minden valdszintségi valtozonak van varhato értéke; ha van, akkor sem feltétleniil egyezik meg valamelyik x;
értékkel, és ha mégis, egyaltalan nem biztos, hogy az egyuttal a legvalészintibb érték is.

Térjliink most vissza az eredeti problémahoz.

Az 1. megoldasban az X valoszintségi valtozo jelentse azt, hogy hanyadik {idit6t megvéasarolva kapjuk meg elGszor
mind a hat kiilénb6z6 szint. Nyilvan legaldbb hat iidit6t kell venniink, igy X lehetséges értékei: 6,7,8,9,.... A kérdés
az volt, hogy elérelathatolag hany iditét kell vasarolnunk. Mit is jelent majd az a szam, amit kapunk? Nyilvan nem
azt, hogy akarhanyszor megismételve a vasarlast, mindig pontosan ennyi iidit6t megvéve jutunk hozzé a hat szinhez.
A kapott szam jelentése az, hogy ha nagyon sokszor kezdiink a gytjtéshez, vagy — ami ugyanaz — nagyon sokan
vasaroljak a szines palackokat, akkor a sziikséges vasarlasok atlaga e szam koriili érték lesz. Nem mast keresiink tehéat,
mint az X valoszintiségi valtozo varhaté értékét. A varhato érték meghatarozasdhoz ismerniink kell az X valoszintiségi
valtozo eloszlasat, azaz azt, hogy az egyes konkrét értékek (6,7,8,9, . ..) milyen valészintiséggel allnak els. Altalanosan
megfogalmazva: mennyi annak a valészintisége, hogy pontosan az n-edik idit6t megvéve jutunk hozza elészor mind
a hat kiilonb6z8 szind négyzethez? Ezt Ggy hatarozzuk meg, hogy a kedvezd esetek szamat elosztjuk az Osszes eset
szaméaval. Az n helyre 6 kiilonb6z6 szint 6"-féleképpen valaszthatunk — ez az Osszes eset. A kedvezs esetekben az els6
(n — 1) vasarlasnal csak 5-féle szin fordul el6, de mind az 5 legalabb egyszer.

Hogy hany ilyen eset van, azt a szitaformulall segitségével szamoljuk 6ssze. A szitaformula a kdvetkezSképpen szol:

Ha van N darab targyunk, amelyek az ai,as,. .., a, tulajdonsdigok némelyikével rendelkezhetnek, és N(x y z ...)-
vel jelolyiik az x,y, z, . .. tulagdonsdggal rendelkezd targyaknak a szamdt, akkor az adott tdrgyak kozil azoknak a szdama

! bizonyitasa megtalalhato [2]-ben vagy a KéMal 2001/1-es szamaban.



(N™), amelyek a felsorolt tulajdonsdgok kozil egyikkel sem rendelkeznek, a kévetkezd:

N*=N — (N(a1) + N(az2) + -+ N(an)) + (N(a1 az) + -+ + N(an-1 an)) —
— (N(a1 az az) + -+ N(ap—2 an—1 an)) + -+ (—=1)"N(a1 a2 ... an).

Hogyan alkalmazhat6 ez a mi esetiinkben? Ha a vésarlaskor kapott szineket bejeloljiik egy papiron (mondjuk
megfelel szind pottydket rajzolunk egymés mellé), akkor (n — 1) vaséarlas utan kapunk egy (n — 1) darab szines
pottybdl allo lancot — egy ilyen lanc lesz a szitaformuldban emlitett targy. Mivel 5 szinb6l (n — 1) helyre 5" '-
feleképpen torténhet a valasztas, N értéke 5" ', Az a; tulajdonsag (i = 1,2,3,4,5) jelentse azt, hogy az i-edik szin
nem szerepel a lancban (az a;; jelentse azt, hogy az i-edik és a j-edik szin sem szerepel, és igy tovabb). Ezen értelmezések
alapjan N* a mi esetiinkben azon lancok szdmaét jelenti, amelyeknél mind az 5 szin el6fordul. (Ez az, amit keresiink.)
N(a1) + N(az) + --- + N(as) azon lancok szdma, amelyekben 1 szin nem szerepel. Hogy melyik, azt az 5 szin koziil

= 5-féleképpen vélaszthatjuk ki, a maradék 4 szinbél pedig 4"~ !-féleképpen torténhet a valasztas. Tehat az ilyen

lancok szama 5 - 471,
N(ay az) 4+ -+ + N(aq as) azon lancok szama, amikor 2 szin nem szerepel. Azt, hogy melyik 2 szin marad ki,

5
(2) = 10-féleképpen valaszthatjuk ki, a maradék 3 szinbsl 3"~ -féleképpen valaszthatunk, tehat 103" ilyen lancot

kapunk.

Hasonloképpen folytatva, azon lancok szama, amelyeknél 3 szin nem szerepel 10-2" 1, és 5 olyan lanc van, amelybdl
4 szin is hianyzik.

Igy N*=5""1 —5.4""1 £ 10-3""! —10- 2" + 5. Mivel azonban az els6 (n — 1) vételnél el6 nem fordulé szint
6-féleképpen valaszthatjuk meg, a kedvezs esetek szama: 6 - (5" 1 —5-4""1 +10-3""1 —10-2""! 4+ 5).

A keresett valosziniiséget p,-nel jelolve tehat

b 815" =54 103 102771 45)

n

RO O

Nézziik ezek utan a varhato érték kiszamitasat:
E(X)_inpn—in<§ —S-in<é)nl+
n=~6 n=6 6 n=6 6
e’} 3 n—1 [e'e) 2 n—1 [e'e) 1 n—1
10 - - —10- - 5- - .
020 (5) 02 (5) o2 (5)

n—1

Az egytitthatoktol eltekintve hasonld szerkezetl végtelen sorokat latunk, amelyek an”fl alakban irhatéak fel
n=~6
altalaban. Jeloljiik ezt a kifejezést S-sel és szorozzuk be az egyenlGséget g-val:

qS =6¢°+7¢" +8¢° +9¢° +10¢"" + - - + ng" + -+ .
Vonjuk ki egymasbol a két egyenlGséget:

1-q)S=6"+¢"+q¢" +¢*+¢"+ - +¢"+--- =
=60°+"(1+q+ ¢+ +-+¢"+-).

Felhasznéljuk, hogy ha |q| < 1, akkor az 1 + ¢+ ¢* + -+ +¢" + - -- végtelen mértani sor konvergens, és Osszege . .
—q
. 1
Igy (1-—¢)S =64+ q61—. Ebbél S-et kifejezve,
—q

6—5
S =g 7(12.
(1—-q)
i . ) . 543 21 Sy . C
A ¢ helyébe most mar beirhatjuk az 66 6°66 szdmokat (amelyekre |q| < 1 teljesiil), igy a varhato érték:

5 5 5 5 5
4 2 1
E(X) =66 - (g) —120- (6) + 140 - (g) —-97,5- (E) +37,2- (6) =147

Ugyanezt a varhato értéket méasképpen is meghatarozhatjuk.



A 2. megoldas a varhat6 érték additivitdsdra épiil, ugyanis konnyen igazolhatd, hogy ha az X valosziniiségi
valtozo az X1, Xo, ..., X, valoszintségi valtozok Osszegeként all els, azaz X = X1 + Xo + -+ + X, akkor E(X) =
E(X1) +E(X2) +--- + E(X,,) is teljesiil.

Az X, valbszintiségi valtozo jelentse azt, hogy héany iidit6t megvasarolva jutunk hozzad az els6 szinhez, Xo azt,
hogy ezutdn hany iidit6t kell venniink, hogy a masodik szinhez is hozzajussunk, és igy tovabb. Nyilvanval6, hogy az
X;-k Osszege (1 = 1,2,3,4,5,6) éppen az X valosziniiségi valtozo. (Az is jol lathato, hogy az X;-k értéke egymastol
fiiggetlen. A fliggetlenség a varhato érték additivitdsanak nem sziikséges feltétele, de késgbb fontos szerepe lesz.)

Az els6 1idit6 megvaséarlasaval a kupakban olyan szines négyzetet talalunk, amilyen még nincs a birtokunkban, tehat

E(X1) = 1. A kovetkezs megvasarolt idité kupakjaban 5 valoszintiséggel lesz olyan szinii négyzet, amely kiilonbozik

az els6tol.

Mennyi a mésodik szin megszerzéséhez sziikséges vasarlasok varhato értéke, azaz E(X2)?

Ez az alabbi médon hatarozhato meg (a varhato érték definicidja alapjan):

1-szer annak a valdszintisége, hogy csak egy vasarlas kell + 2-szer annak a valoszintsége, hogy két vasarlas sziikséges
és igy tovabb a végtelenségig, hiszen elvileg semmi nem zarja ki, hogy mindig az els§ szint négyzetet talaljuk a

e (e O T (0
gUREEORORI O

2
A szogletes zarojelben 1évG végtelen sor Gsszege (3) , ez az 1. megoldasban alkalmazott &talakitasokkal kénnyen

igazolhat6. Ha mar van két kiilonbdz6 szind négyzetiink, — valdszintiséggel talalunk egy tjabbat barmely tdit6ital

kupakjaban. Az el6z6ekhez teljesen hasonléan belathato, hogy a harmadik szin megszerzéséhez sziikséges vasarlasok
6
szaménak varhato értéke 7 és ugyanigy, a negyedik sziné —, az 6todiké 3 és az utolsoé T

Az 6sszes kiilonboz6 szind négyzet megszerzéséhez sziikséges vasarlasok szamanak varhato értéke eszerint

6 6 6 6 6
1+5+4+3+2+1—14,7.

A 2. megoldas persze egyszeriibbé valik egy hivatkozéassal: az X;-k eloszlasat geometriai eloszlasnak nevezziik,
aminek varhato értéke a ,siker” valoszindségének a reciproka.

Megkaptuk tehat a varhato értéket (tobbféleképpen is), de ez csak egy ,elméleti” érték, amely koriil a ténylegesen
sziikséges vasarlasok szama ingadozik. Igy hiaba 14,7 a varhato érték, lehet, hogy 50-nél is tobb iiditét kell venniink,
hogy hozzajussunk a hat szinhez, mig ha szerencsések vagyunk, akar 6 vasarlas is elég. De vajon mennyi az esélye,
hogy ilyen sok (vagy ilyen kevés) tidit6t kell venniink? (Jozan esziinkre hallgatva azt mondanank, hogy nem sok!) Hogy
mégis mekkora, arrél akkor tudunk tobbet mondani, ha meghatarozzuk, hogy a valészintiségi valtozo tényleges értékei
hogyan ingadoznak a varhato6 érték koriil. Ezt az ingadozéast méri a szdrds, amelynek négyzete a szorasnégyzet, melyet
a tovabbiakban D?(X)-szel jeloliink. A szérasnégyzet azt mutatja meg, hogy mennyi az X valoszintiségi valtozo és az
E(X) varhato érték eltérése négyzetének a varhato értéke, azaz:

D*(X) = B([X ~E(X)]").

AD*X)=E(X?)— (E(X))2 Osszefliggeés segitségével a szorasnégyzet sok esetben egyszertibben szamolhato ki, az els
megoldasban bevezetett X valoszintségi valtozo szorasnégyzetének meghatarozasakor is érdemes alkalmazni. Mivel
azonban ez hosszadalmas (bar nem nehéz) szamolgatast igényel, igy terjedelmi okokbol ezt nem kozoljiikk. Dobokockas
példank szorasnégyzete az Osszefiiggés alapjan:

D3(X) = - =+ =464 =) — 2 = 3,25.

A maésodik megoldasban emlitett geometriai eloszlas szorasat hasznalva egyszertien megkaphatjuk a szorast, a szoras-
négyzetek additivitasara épitve. (A szérasnégyzetek additivitasdhoz sziikséges a valoszintségi valtozok fliggetlensége,
és ez a 2. megoldasban bevezetett X;-kre teljesiil is.) A geometriai eloszlasta X valoszintiségi valtozo szorasnégyzete

1 —
altalaban: D? (X) = p, ahol p annak az eseménynek a valoszintisége, amelynek els6 el6fordulasat a kisérlet soran
p

2
figyeljiik.

2 lasd [3], 230. oldal



A mi esetiinkben az els6 szinig a szorasnégyzet 0; (mert mindig az els§ huzéas adja az els§ szint, tehat p = 1); a
tovabbiakban:

a méasodik szin huzasaig a szérasnégyzet: 0,24, p= 5
a harmadik szin hazasaig a szérdsnégyzet: 0,75, p= g
a negyedik szin htuzéasaig a szorasnégyzet: 2, p= g
az 6todik szin hizasdig a szorasnégyzet: 6, p= ?
a hatodik szin hizasaig a szoérasnégyzet: 30, p= g

Innen tehat a szorasnégyzetek Osszege:
D*(X) =0+40,24+ 0,75+ 2 + 6 + 30 = 38,99.

A sz6ras ennek a négyzetgyoke, azaz 6,2442.

Tehat a varhato érték 14,7, és most mar azt is tudjuk, hogy ettdl a valészintiségi valtozo értékei atlagosan kb. 6,2-del
térnek el. Ez 6nmagaban még mindig nem sokat mond, hiszen egy konkrét esetben a sziikséges vasarlasok szama sokkal
tobbel is eltérhet a varhatd értéktsl, mint a szords. A ,tulsdgosan nagy” eltérésnek azonban kicsi a valdszintsége, és
ezt a Csebisev-egyenldtlenség segitségével becsiilni is tudjuk. A Csebisev-egyenlGtlenség a kovetkezGképpen szol:

Ha b egy tetszdleges 1-nél nagyobdb valds szam, akkor annak a valdszinidsége, hogy a valdsziniségi valtozo a vdrhato
értéktdl a szordsnak tébb mint b-szeresével eltér, nem nagyobb, mint a b négyzetének reciproka.

Ugyanez ,formaélisan™ .

b_2-
Ennek segitségével példaul megallapithatjuk, hogy 27-nél t6bb idit6t (ami a varhato értéktsl kb. kétszorasnyira tér
el) legfeljebb 0,25 valészintséggel kell majd vasarolnunk. Ha a b- D(X) kifejezést e-nal helyettesitjiik, akkor az egyen-

2

16tlenséget a kovetkezs alakban is irhatjuk: P(}X — E(X)| > 5) < D (X)
Ezt a format alkalmazva arra tudunk felsé korlatot adni, hogy a tényleges vasarlasok milyen valészintiséggel esnek
a varhato érték koriili szimmetrikus intervallumon kiviilre, illetve: legalabb mekkora val6sziniséggel esnek egy adott
szimmetrikus intervallum belsejébe. Az egyenlGtlenségnek ez az alakja bizonyos esetekben kedvezébb lehet. Legfeljebb
mennyi a valészintsége példaul annak, hogy legaldbb 50 iidit6t kell vasarolnunk? Az 50 a varhato értéktsl 50 — 14,7 =
35,3-del tér el, és mivel most az X valdszintiségi valtozé nem vehet fel 6-nal kisebb értéket, alkalmazhatjuk a Csebisev-

P(|X —E(X)|>b-D(X)) <

38,99 .
egyenlGtlenséget e = 35,3-re: P(|X — 14,7| > 50) < 35’32, ami koriilbeliil 0,03. Igy nem nagy, legfeljebb 3 szazalék a

valészintisége annak, hogy 50-nél tobb idité kell. (Vajon mennyi a valészintsége annak, hogy 6 darab idit6 is elég?
Ennek kiszdmolasahoz nem kell a Csebisev-egyenlGtlenség!)

A Csebisev-egyenlGtlenséget alkalmazva meghatarozhato, hogy 6 és 27 kozott lesz a sziikséges vasarlasok legalabb
74%-a, s minimum 89% biztonsaggal allithatjuk, hogy elég 34 idit6t vasarolni ahhoz, hogy meglegyen mind a hat
szin. (A Csebisev-egyenl6tlenség el6nye, hogy igen egyszerii és gyors szamoléassal kaphatunk becsléseket a valoszint-
ségre. Természetesen egy komolyabb (példaul grafikus) szamologéppel viszonylag egyszertien a pontos értékeket is
megkaphatjuk. Igy jelen esetben ,igazabol” mar tobb mint 0,95 a valoszintisége annak, hogy 28-nal kevesebb iidits
megvasarlasaval jutunk hozza a hat szinhez!) Most mér valaszolhatunk az eredeti kérdésre: atlagosan 15 idit6t kell
vasarolnunk, ha mind a hat szinhez szeretnénk hozzajutni, és csak nagyon ritkdn haladja meg a 27-et a sziikséges
vasarlasok szama. (Ennek az esélye kisebb, mint 0,05.)

Felvet6dhet még az a kérdés, hogy milyen n-re lesz az 1. megoldasban bevezetett p, valdsziniiség a legnagyobb.
Vajon a varhatoé érték, azaz 14,7 kozelében, vagy egészen mashol? Aki mér valaha kiszamolta azt, hogy egy szabélyos
dobodkockaval dobalva hanyadik dobasnal a legval6szinibb példaul az els6 6-os szdm dobasa — az elsnél, bArmennyire
is hihetetlen ez annak, aki Ki nevet a végén-t szokott jatszanil — az sejtheti, hogy n értéke nem lehet tal nagy. Ha
kiszamoljuk p,, néhany értékét (n = 6-t6l kezdve) azt tapasztaljuk, hogy n = 11-ig egyre né a valdszintség, onnantol
pedig csokken. Bebizonyitjuk, hogy ha n > 10, akkor p, > p,+1, igy tényleg n = 11-nél van p,, maximuma.

Allitasunk azt jelenti, hogy minden 10-nél nagyobb n-re:

B o (o ) (-
T Qe (- (o

Szorozzuk be 6"-nel az egyenlGtlenséget:

6-5""1—30-4""1460-3""1—60-2""14+30>5"-5-4"4+10-3" —10-2" + 5.



A jobb oldalon az r™ = r - r"~! felbontésok utan rendezziik a bizonyitandé egyenlétlenséget:
5771 —10-4""1 +30-3"71 —40-2"71 425 > 0.

Az n szamitasba jové legkisebb értéke 11, ezt behelyettesitve‘a bal oldalon pozitiv szamot kapunk. Ha n > 11, vezessiink
be 1j valtozot, legyen n = k+ 12, ahol k természetes szadm. Igy n — 1 = k4 11. Ezt beirva és alkalmazva a hatvanyozas
azonossagat, az egyenlGtlenség a kovetkezSképpen alakul:

51 .58 —10-4M . 4% + 303" .38 —40-2M . 2F £ 95 > 0.

Mivel 5% > 10 -4 65 30 - 311 > 40- 2!, és a nagyobb egyiitthatokat mindkét esetben nagyobb szam hatvanyaval
szorozzuk, az egyenlGtlenség bal oldalan pozitiv szam all. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az eredeti allitas
is igaz, tehat p, maximuma valéban n = 11-nél van.

Nem csak szubjektiv érzéseinkre kell tehat hagyatkoznunk, ha nyerési esélyeinket latolgatjuk. (Es egy cég korrekt-
ségét is tudjuk meérni az eredmények birtokdban, hiszen ha a tényleges tapasztalatok ellentmondanak a kiszamitott
értékeknek, akkor lehet, hogy a szinek eloszlasa nem egyenletes. Ezért persze nem feltétleniil a gyarté hibaztathato;
ha mindig ugyanazon a helyen véasaroltunk, a szallitas is felelGs lehet.)
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