1. Egy derékszogi hdaromszdgben a befogok dsszege 10,5 egység, a beirhatd kor sugara o = 1,5 egység. Szdmitsuk ki
a derékszdgi hdromszag

a) korilirt kérének sugardt;

b) teriletét;

¢) a hozzdirhato korok sugardt.

Megoldas. Legyen a derékszogl haromszog két befogoja a és b, az atfogdja ¢ = 2r, ahol r a koriilirt kor sugara.
Egy kiils6 pontbol a korhoz huzhatéd érintészakaszok hosszanak egyenlségét felhasznalva
a)2r=c=a—p0+b—0p=105-3=75; r =375 egyseég.
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b) A haromszog teriilete T = §ab. Mivel 2 = a? + b = (a + b)® — 2ab, azért 7,5°> = 10,5 — 4T; T = 13,5 terii-

letegység.

T T
¢) A haromszoghoz irhato korok sugara rendre o, = , Ob = , 0c = ——, ahol s a félkeriilet hossza.
s — — s

a s —c
Tudjuk, hogy ab = 2T = 27; a + b = 10,5, amibél a = 4,5 és b = 6, vagy forditva. Mivel 2s = 10,5 4+ 7.5, azért
s =9 egység, ezért o, = 3, op = 4,5 és p. = 9 egység.

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szdmok halmazdn:

T x log, 2 9
a) Pz + =z 3= b LA BES B
) a3 —1 a3 —1 ) log, & 2L
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¢) tg(x+m)+ctg (; —x> =2tgx.

Megoldas. a) Az egyenlet z € R\ {1} halmazon értelmezett és minden ilyen szdm megoldas, mert azonos atala-
4

kitasokkal mindkét oldalon all6 kifejezés 3 l—gyel azonos.
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b) Az egyenlet minden = > 0, x # 1 val6s szamra értelmezett és minden ilyen szam megoldasa az egyenletnek,
log, 2 3\? 2 5 2
hiszen T4 —log, .. 3 (—) =2 ¢ X ==,
27 3 27
log, & ()" \2 3 T3
¢) Az egyenlet az x € R\ {5 +nm; n € Z} halmazon értelmezett és itt azonossag, mert azonos atalakitasokkal

™

3
tg (z+ ) + ctg - ¢ ztgx+ctg(§—x> =2tgx.

3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert a valds szdmpdrok halmazdn, ahol a valds paraméter:
r—y=1-a-—a%
log, (22® + 4z —y +1) =2.

Megoldas. A méasodik kifejezés akkor értelmezett, ha
>0, z#1 é 222 +4x—y+1>0.
Az elsé egyenletbél y = x + a® + a — 1, a masodikbol 222 4+ 42 — y + 1 = 22, y = 2° + 42 + 1, ahonnan
:E2+3:E—a2—a+220, r1=a—1, xo=-—a-—2.

Haxzy =a—1,akkora—1>0¢és a—1%#1, tehat a > 1 és a # 2.
Ekkor y; = a® + 2a — 2, és ez a szampar valoban megoldas, hiszen ekkor

2% +4x—y+1=(a—1)>>0.

Ha 29 = —a — 2, akkor —a —2 > 0 és —a — 2 # 1, tehat a < —2 és a # —3. Ekkor 32 = a® — 3, és ez a szampar is
megoldas, hiszen ekkor
2% + 4z —y+1=(a+2)°>>0.

4. Az ABCD hirtrapéz (AB || DC) révidebb pdrhuzamos oldaldnak hossza, DC = 13 egység, magassiga, m =
CCy = 15,6 egység (C1 a C pont merdleges vetiilete az AB oldalon), az AC' dtlé merdleges a BC' oldalra. Szdmitsuk ki
a hosszabb pdrhuzamos oldal (AB), a szdirak (BC') és az dtlok (AC) hosszdt.

Megoldas. A feladat szovegében adott jelolés szerint legyen C1 B = x, ekkor ACT = x + 13. Az ACB derékszogi
haromszogben a magassagtétel alkalmazasaval z(z + 13) = 15,62, ahonnan 2 = 10,4 egység, tehat AB = 33,8 egység.
A Pitagorasz-tétel alkalmazasaval BC = DA = /351,52 ~ 18,75 egység, az atlok hossza AC = BD = 28,12 egység.



5. Azy = x? + x+1 egyenletd parabola melyik pontja van a legkdzelebb az y = 2 —2 egyenletd egyeneshez? Mennyi
ez a legkisebb tdvolsdg?

Megoldas. A parabolanak az a P pontja van legkdzelebb az adott egyeneshez, amelyben az adott egyenessel
parhuzamos y = 2x + b egyenletd egyenes érinti a parabolat. Az y = 2x + b egyenleti egyenes pontosan akkor érinti
az y = 2 + = + 1 egyenletd parabolat, ha az 22 + x + 1 = 2z + b egyenlet diszkriminansa nulla: 2°> — x4+ 1 —b =0,
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D=1-41-3b)=0,b= 1 Ekkor 2% — z + 1= 0, <x — 5) = 0, az érintési pont P <§, Z) A legkisebb tavolsag:
11 i
—— egyseég.
5 gyseg

6. Az ABC hdromszogben AC =8, BC = 24, a C csiicsbol induld belsd szogfelezdszakasz, CCL = 6v/2 — /2 egység.
Szdmitsuk ki az ACB sziget, a hdromszdg teriletét és az AB oldal hosszit.

Megoldas. Legyen az ACB< = 2. Az A ponton it a CC;-gyel parhuzamos egyenes a BC' egyenest a D pontban
metszi. Mivel
DAC<q = ACCi<=v é ADC«=(CCB« =y,

azért DC = AC = 8 egység és AD = 16cosy. DABA ~ CC1BA, tehét
16cosy  8+24
612 — \/5 24

8-24-sin135°
2

1
cosy=3V2-V2 =675 2y=135

V2

A haromszog teriilete T' = = 48V/2 teriiletegység, AB? = 82+24%242.8.24. 5 AB = 30,19 egység.

7. Tekintsik az x — — x € R fiiggvényt. Hatdrozzuk meg a fligguény értékkészletét. Mely x helyen veszi
x

T

+1’
fel a fiigguény a legkisebb, illetve a legnagyobb értékét?

Megoldas. A fiiggvény azokat a k € R értékeket veszi fel, amelyekre az

T
_ _k
24+ +1

egyenletnek van valés megoldasa. z2 4+ x + 1 > 0 minden valés szamra, hiszen

P ratl= (ot s 2+§
= 5 T

A ka® + (k — 1)z + k = 0 egyenletnek pontosan akkor van valés megoldasa, ha az egyenlet diszkriminansa

D=(k—1)7%-4k*>0.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha —1 < k < 3 A fliggvény értékkészlete a |—1; 3 intervallum. A legkisebb értékét

1
(ez —1) az 1 = —1 helyen, a legnagyobb értékét (ez §) az x2 = 1 helyen veszi fel.

8. Legyen az (a,) szémtani sorozat n. tagja an, k. tagja ai, az elsé n tag dsszege Sy, az elsé k tag dsszege Sk,
valamint a1 #0, n# 1, k#1 ésn # k.
Igazoljuk, hogy
S n?
(1) o=
Sk k
akkor és csak akkor teljesiil, ha

an 2n—1

a2k —1"

(2)

Megoldas. Azt kell belatni, hogy ha (1) teljesiil, akkor (2) is, és forditva, ha (2) teljesiil, akkor (1) is.
Ha a sorozatban
2(2a1 + (n—1)d) n?

E(2a1 + (k—1)d) K2’
akkor atalakitasokkal 2a1(k — n) = d(k — n), s mivel k # n, d = 2a;. Igy

an _ a1t (n—1)-2a1 _2n-1
ar  ar+(k—1)-2a; 2k—1




“1d 21
hiszen a; # 0. Ha pedig 22 EZ 1; - = 27; -, akkor azonos dtalakitdsokkal d = 24, adodik (k # n), teht valoban
aq — —

Sn

S (21 + (n—1)-2a1) n?
Sk

(2a1 4+ (k—1)-2a1) K2
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