1. feladat. Egy hegyesszogu haromszog oldalai pdronként kilonbozdk; magassdagpontja M, beirt korének kdzéppontja
K, kérilirt korének kézéppontja pedig O. Bizonyitsuk be, hogy ha egy kor datmegy a K, O, M pontokon és a hdromszog

eqyik csiucsdan, akkor dtmegy egy mdsik csucson is.

I. megoldas. A K, O, M pontok a haromszog belsejében helyezkednek el. Ha a csicsokat A, B, C, a megfelels
szogeket «, 3, v jeloli, akkor BAM < = 90° — 8 = CAO<. Itt a masodik egyenlGség abbol kovetkezik, hogy az AOC
egyenls szaru haromszogben a keriileti és kozépponti szégek tétele miatt AOC'<t = 25. Mivel az AK félegyenes felezi a
BAC szoget, megallapithatjuk, hogy az AM és AO félegyenesek az AK félegyenesre szimmetrikusan helyezkednek el.

A harom félegyenes nem eshet egybe (kiilonben a haromszog egyenld szart lenne). Azt kaptuk tehat, hogy a KM és
KO szakaszok az A cstcsbol ugyanolyan szog alatt latszanak, tovabbé az AK egyenes elvalasztja az M és O pontokat.
Ez az allitas természetesen akkor is igaz, ha A helyébe a haromszog B vagy C' csicsat irjuk.
Tegyiik fel most, hogy az A, M, K, O pontok egy koron helyezkednek el. A keriileti szogek tételének megforditasa
szerint a K M és KO szakaszok hossza ekkor egyenls. Ez a két szakasz a haromszog cstcsaibdl ugyanolyan szog alatt
latszik. Vizsgaljuk meg tehat, hogy mi azon P pontok mértani helye, melyekbdl a két egyenls szakasz ugyanolyan szog

alatt latszik.

1. dbra

Ha egy adott P-re ez a sz0g ¢, akkor P illeszkedik valamelyik, a K M szakaszra emelt ¢ sz6ghoz tartozo i latokorivre,
és ugyanigy valamelyik, a KO szakaszra emelt ¢ szogl j latokorivre is. Azt mondjuk, hogy az i ivet a K M szakaszra
befelé emeltiik, ha az ¢ iv és az O pont a KM egyenesnek ugyanazon az oldalan helyezkednek el; ellenkezs esetben
kifelé emelt latokorivrdl beszéliink. Félreértésrol itt nem lehet szo, hiszen a feltétel szerint a K, O és M pontok nem
esnek egy egyenesre. Ezt a szohasznalatot értelemszertien kovetjiik a j ivre vonatkozoan is.

Ha az ¢ és j ivet is kifelé emeltiik, akkor metszéspontjuk, amennyiben létezik, az M O szakasz f felez6 merdlegesén
helyezkedik el, hiszen KM = KO miatt a két kor egybevagd. Ugyanez a helyzet akkor is, ha mindkét ivet befelé
emeltiik. Az egyetlen kivétel, ha a két latokorivnek kozos K végpontjukon kiviil még legalabb két kdzos pontja van.
Ez pontosan akkor kévetkezik be, ha a két iv ugyanannak a kérvonalnak, vagyis a K, O, M pontokra illeszkeds k

korvonalnak a része.
meghosszabbitasat, ahonnan a KM és KO szakaszok ugyanolyan szog alatt latszanak, vagyis éppen ez a pont lesz a

Elképzelhets-e, hogy valamelyik ivet (mondjuk az ¢ ivet) kifelé, mig a masik ivet befelé emeltiik? A két iv ebben
két koriv metszéspontja. Egy ilyen pont azonban nem lehet az ABC' haromszog csticsa, mert ekkor az ezen a csiicson

az esetben pontosan akkor metszi egymast, ha ¢ kisebb a K MO szognél. Ekkor j metszi az OM szakasz M-en tuli

és K-n dtmend egyenes nem vélasztané el az M és O pontokat.

2. dbra

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a haromszég minden egyes csticsa vagy az f egyenesen, vagy a k korvonalon
helyezkedik el. Mivel a K pont illeszkedik f-re, a cstcsok koziil legfeljebb egy eshet f-re, vagyis legalabb kett6 a k

korvonalra esik, és éppen ezt kellett bizonyitanunk.
II. megoldas (Rdcz Béla Andrds megoldasa alapjan). Jelolje a haromszog csucsait A, B, C, és tegyiik fel, hogy
az A, M, K, O pontok egy k koron helyezkednek el. Jegyezziik meg, hogy ez a k kor egyértelm, hiszen a négy pont



kiilonb6z6. Ahogyan azt az elézé megoldés sordn lattuk, KM = KO, vagyis K illeszkedik az MO szakasz f felez6
merdlegesére. Jegyezziik meg, hogy a B, O és M pontok nem esnek egy egyenesre, mert abban az esetben AB = BC
lenne.

Tekintsiik az M BO szog e szogfelezGjének az M BO haromszog koré irt £ korrel alkotott L metszéspontjat. A keriileti
szogek tételének megforditasa miatt ML = LO, vagyis az L pont illeszkedik az f egyenesre. Amint az el6z6 megoldas
els6 felében kideriilt, a K pont is illeszkedik az e egyenesre és az f egyenesre, most pedig latszik, hogy ugyanez az L
pontra is igaz. Kovetkezésképpen, ha az e és f egyenesek nem esnek egybe, akkor K = L, vagyis a B, O, K és M
pontok egyarént az ¢ korre illeszkednek. Mivel a K, O, M pontok kiilonbozsk, sziikségképpen k = ¢, vagyis k atmegy
a haromszog B csicsan is.
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3. dbra

Ha az e és f egyenes egybeesik, akkor f athalad a B csucson, vagyis BM = BO = R, ahol R az ABC haromszog
koré irt kor sugara. Ha azonban M¢ az M pontnak az AB oldalra es§ mer6leges vetiilete, akkor BM¢o = BC cos 3 =
2R sin a cos 3, vagyis
~ BM¢

sin o

BM

= 2Rcosf5.

1
Ezért cosf = 37 B = 60°. Egyszert szogszamolassal adodik, hogy ekkor az AC szakasz az M, K és O pontok

mindegyikébsl 120° szog alatt latszik. Mivel az M, K, O pontok az AC egyenesnek ugyanazon az oldaldn vannak,
ilyenkor az A, M, K, O, C pontok vannak egy koron, amely nem lehet més, mint k.
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4. dbra

III. megoldas (Harangi Viktor megoldasa alapjan). Ahogyan azt mar korabban is lattuk, a K, O, M pontok
kiillonbozsk, KM = KO és az OM egyenes nem halad 4t az ABC haromszog egyetlen cstcsan sem. Tegyiik fel, hogy
az OM egyenes elvélasztja az A csucsot a tobbi kett6tol. Ekkor az OM szakasz f felez6 merclegese (amely illeszkedik a
K pontra) sziikségképpen metszi a BC oldalt. Ellenkezs esetben ugyanis az M és O pontok koziil valamelyik (mondjuk
M) a B és C pontokhoz is a masiknal kézelebb helyezkedne el. Mivel K egyarant rajta van az M BO és M CO szbgek
szogfelezGjén, a szogfelezs tétel miatt a BK és a CK egyenes is M-hez kozelebb metszené az OM szakaszt, ami miatt
K is kozelebb helyezkedne el M-hez, mint O, ami ellentmondasra vezetne.

A B és C csucsok koziil tehat az egyik az f egyenesnek ugyanazon az oldaldn van, mint M, a mésik pedig O-val
van megegyezs oldalon. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy BM < BO és CM > CO, ahol legalabb
az egyik helyen hatarozott egyenl6tlenség all. Az MO szakaszt tehat a BK egyenes M-hez, a CK egyenes pedig O-hoz
metszi kbzelebb (valamelyik metszéspont esetleg egybeeshet az M O szakasz felez6pontjaval, mindketts azonban nem).
Kovetkezésképpen az OM egyenes elvalasztja a K pontot a B és C cstucsoktol. Megallapithatjuk tehat, hogy a B és
C cstcs is az M KO szogtartomanyban helyezkedik el.



5. dbra

Tiikrdzziik most a C pontot az f egyenesre, igy kapjuk a C’ pontot. Ekkor KC'O< = KCM< = KCO< miatt, és
mert C, ¢’ a KO egyenes ugyanazon oldalara esik, lathatjuk, hogy a K, C, C’, O pontok egy koérdn helyezkednek el,
ami szimmetria okok miatt az M ponton is atmegy. C' tehat illeszkedik a KOM haromszog koré irt korre. Ugyanilyen
okok miatt B is illeszkedik erre a korre, az A csics viszont nem, hiszen az MO egyenes nem véalasztja el az A és K
pontokat. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. Szitkség van-e arra a feltételre, hogy a haromszog oldalai paronként kiilonboz6k? Ha a haromszog
egyenld szard, akkor a K, O, M pontok egy egyenesre esnek. Egy kor tehat csak akkor mehet 4t mindharom ponton,
ha koziilik kett6 egybeesik, vagyis ha a héromszog szabalyos. Elegendé lett volna tehat annyit feltenni, hogy egy
szabalyostol kiilonb6zd hegyesszogl haromszogrél van szo.

Ha a haromszog nem hegyesszogl, akkor persze szabalyos sem lehet, tehat nincsen sziikség ilyen feltételre. Ha
azonban a haromszog derékszogt, akkor az M pont egybeesik a haromszog egyik cstiicsaval. Ha tehat egy kor atmegy
a K, O, M pontokon, akkor sziikségképpen atmegy a haromszog egyik csticsan is. Egy masik cstcson viszont akkor
és csak akkor mehet 4t, ha a harmadik csticsnal 1évé szog 60°. (Miért?) Derékszogi haromszogekre ezek szerint nem
érvényes az allitds. Mi a helyzet, ha valamelyik sz0g tompaszog? Ebben az esetben valamivel tobb diszkussziéra van
sziikségiink a megoldas soran, az allitds mindazonéltal érvényben marad.

Feladatok

1) Egy tompaszogi haromszog magassagpontja M, beirt korének kozéppontja K, koriilirt kérének kozéppontja
pedig O. Bizonyitsuk be, hogy ha egy kor atmegy a K, O, M pontokon és a haromszog egyik csicsan, akkor atmegy
egy masik cstcson is.

2) Egy derékszogit6l kiilonb6zs haromszoghoz pontosan akkor van olyan kor, amely atmegy a K, O, M pontokon
és a haromszog egyik csicsan, ha a haromszog valamelyik szoge 60°.

2. feladat. Tekintsik a Fibonacci-szdimok f1 = fo = 1, fr, = foo1 + fu—2 (n > 3) rekurzidval meghatdrozott
fn—i—l

a
sorozatdt. Tegyik fel, hogy az a és b pozitiv egész szdmokra az 3 tort az tortek eqyikénél kisebb,

n—1 n
mdsikdndl nagyobb. Mutassuk meg, hogy b > fni1.

I. megoldas (Kocsis Albert Tihamér és Zsbdn Ambrus megoldasa alapjan). Az allitast n-re vonatkozo teljes
indukcidval bizonyitjuk. El6szor is gy6z6djiink meg arrdl, hogy az allitds n = 2, 3 esetén igaz. Valoban, ha n = 2, akkor

3
feltételiink 1 < 4 < 2, ahonnan b > 2 = f3. Ha pedig n = 3, akkor 3 < % < 2 miatt b > 3 = f3. A tovabbiakban
tegyiik fel tehat, hogy m > 3 és az allitast 2 < n < m esetén mar igazoltuk.

fn fn-i—l

<

f’ﬂ—l fn
. Az egyenlétlenségben szerepld szamokat eggyel csokkentve kapjuk, hogy

fm+1 _ fn g
fm fn—l b

Legyen most n = m + 1, és tegyiik fel, hogy , tovabba az a, b pozitiv egészekre <

fn+1 o fm+2

fn B fm-i—l
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Mivel az egyenl6tlenség mindkét szélén (és igy kozépen is) pozitiv szamok allnak, a benne szerepld kifejezések reciprokat
véve az egyenl6tlenség irAnya megvaltozik, és a kdvetkez6t kapjuk:

m b m
fu o b fun

fm—l a—>b fm '

Ezért az indukcids feltevésiink alapjan a — b > f,,41. Az imént nyert egyenlStlenségben szereplé szamokat megint
eggyel csokkentve, majd az igy kapott szadmok reciprokat véve most az

fmfl a'_b fm
< <
fm—2 2b—a fm—l

egyenl6tlenségre jutunk, ahonnan ismét az indukcios feltételt alkalmazva megéllapithatjuk, hogy 2b —a > f,,.




Az igy nyert két eredményt Osszegezve:
b=(2b—a)+ (a—=>b)> fo+ fms1 = fmie = fat1

adodik, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben az &llitds n = m + 1 eseten is igaz. Hogy az indukcids 1épést teljessé

fmir _ fn > - > Jrta = fm+2. Ebben az esetben is
m fn fn fm+1

sz610] szora elmondhatjuk az el6zd érvelést; az egyetlen kiilonbség, hogy a felirt egyenl6tlenségekben mindenhol fel
kell cserélniink a ,,<” és ,,>" relaciok szerepét.

tegyiik, meg kell vizsgalnunk azt is, mi torténik, ha

f <_<fn+1

Minden
fn 1 fn

II. megoldas (Egri Attila megoldasa alapjan). A megoldas soran feltessziik, hogy

szamot megszorozva a pozitiv bf,_1 f, szdmmal a

bf’r% <afn-1fn <bfn-1fnt+1

egyenl6tlenségre jutunk. Itt az elss két szam kilonbsége, f, - (afn—1 — bfy,) olyan pozitiv egész szam, amely oszthatd
fn-nel, ezért nagysaga legalabb f,. Hasonl6 okok miatt a masodik két szam kiilonbsége, fr—1 - (bfn41 — afy) legalabb
fn—1- Kovetkezésképpen a két széls6 szam kiilonbsége:

b(fn—lfn—i—l - fﬁ) > fn + fn—l = fn—i—l-

Elegends tehat annyit megmutatni, hogy kn = fn_1fat1 — f2 = 1.

Ha n = 2, akkor k,, =1, ha pedig n = 3, akkor k,, = —1. Még néhany értéket megvizsgalva azt tapasztaljuk, hogy
k, értéke felvaltva 1 és —1, vagyis k, = (—1)". Valoban, n = 2 esetén ez igy van, ha pedig valamely n > 2 egész
szamra mar belattuk, akkor

knt1 = fufnt2 — fn+1 fo(fo + frv1) — f721+1:
= 12— far1(fat1 = fo) = 2 = fasifoo1 = —kn = —(=1)" = (=1)"*"

Mivel esetiinkben b és f,,+1 is pozitiv, sziikségképpen k,, is pozitiv, vagyis érteke nem lehet més, mint 1, amint azt
fn > 2 > fn+1

fnfl b fn

Megjegyzés. Ebb6l a megoldasbol leolvashaté az az altalanosabb eredmény is, mely szerint ha az a, b, x, y, 2z, v

bizonyitani kivantuk. Teljesen hasonlé modon jarhatunk el akkor is, ha

T a z
pozitiv egészekre yz —zv =1 és — < — < —, akkor sziikségképpen b > y + v.
Yy v

b
ITI. megoldas. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy n paros. Az el6z6 megoldas soran hasznalt f,—1 frni1 —
f2 = (—1)" bsszefiiggés alapjan tehat a feltétel most 7 < E < f}“ alakban teljesiil. Az
n—1 n
2 _ fn _ afn—l _bfn
b fnfl bfnfl
kiilonbség pozitiv, ezért itt az egész értéki szamlalo legalabb 1. Kovetkezésképp
1 <g_ fn <fn+1_fn o 1

bfnfl o b fnfl fn fnfl B fnflfn7

ahonnan bf,_1 > fr_1 fn, vagyis b > fp.

Vizsgéljuk az Jut 2 tortet, ez kisebb, mint — RS . Ha

n+1 n

Jnt2 a frnt1

< <
fn—i—l b fn
is teljestil, akkor az el6z6 érveléshez hasonlé moédon kapjuk, hogy

1 fn+1 _ g < fn+1 _ fn+2 o 1

f fn b fn fn+1 B fn—i—lfn7

ahonnan b > f,41.

a 2
Ha - = 2°F

b fnJrl ’
egész szam osztoja fr4o-nek és f,11-nek is, akkor osztdja az f,, = fr12 — fne1 killonbségnek is. Ezt a gondolatmenetet

tovabb folytatva lathato, hogy d osztdja az fr—1, fn—2, ..., f1 szdmoknak is. Mivel f; = 1, d nem lehet més, mint 1.

akkor b > f+1, ugyanis fp,42 és f41 relativ primek. Errél igy gy6z6dhetiink meg: ha egy d pozitiv



In < I Bines s by = fosofaot — Fafart

Mar csak azt kell megvizsgalnunk, mi van akkor, ha < a4
fnfl b fnJrl
kiilonbséget tekintve, teljes indukcioval konnyen kaphato, hogy ¢, = (—1)", és ezért
1 S g _ fn < fn+2 _ fn _ 1 7
bfn—l b fn—l fn-i—l fn—l fn+1fn—1

ahonnan ismét b > f, 1 adodik.
Teljesen hasonl6 eljarassal érhetiink célt akkor is, ha n paratlan szam.

Tobben az ugynevezett Farey-sorozatok elméletét hasznaltak fel bizonyitasuk soran. Az alabbiakban erre mutatunk
egy példat.
01
IV. megoldas (Pallos Péter megoldéasa alapjan). Az F; = <I; I) sorozatbol kiindulva rekurziv médon készitsiik

a, c
el a kovetkezs sorozatokat. Ha az F,, sorozatot mar definidltuk, akkor annak barmely két egymast kdvetd 3 és p eleme

tortet. Kénnyd ellendrizni, hogy ha az F,, sorozat szigorian névekedé volt, akkor ugyanez

kozé illesszik be az Z

igaz az igy kapott F,,41 sorozatra is. Megoldasunk az alabbi két tételre tamaszkodik: 1) az F,, sorozatban minden téort
redukdlt alakban jelenik meg; 2) minden 0 és 1 kozé esd raciondlis szam eleme valamelyik F,, sorozatnak.

Vegyiik észre, ho nl s I szomszédos elemei az F, sorozatnak. Valéban, ez n = 2 esetén igy van, ha pedi
gy gy 7 7 gy g
n n+1
valamely n > 2 egész szamra 7}_1 és ff" az JF, sorozat szomszédos elemei, akkor az F, ) sorozatban e két tort
n n+1

kozé éppen az
fn—l + fn _ fn+1
fn + fnJrl fn+2

tortet illesztjiik be, igy az allitas n + 1-re is teljesiilni fog.

Mivel az f,, sorozat szigortan novekedd, a feladatban szerepld % tort 1-nél nagyobb. A fent emlitett tételek alapjan

b/ b/ fnfl . fn

b
a — tort tehdt valamilyen redukalt — alakban megjelenik valamely ., sorozatban. Mivel — az és 7
a a n+1

a’ n
egyikénél nagyobb, méasikanal kisebb, nyilvanvald, hogy m > n. Az F,, sorozatok konstrukcidjabol adéddan viszont

fn,1 L, fn

es
n n+1

tortek

lathaté, hogy minden, az

kozé bekeriils tort szamlaléja legalabb f,,—1 + f, lesz, amiért is

b Z b/ Z fnfl +fn - fn+1;

ahogyan azt bizonyitani akartuk.

Megjegyzés. Ebben a megoldasban tulajdonképpen ,agyaval 16ttiink verébre”, tudniillik a Farey-sorozatokra vonat-
kozo tételek bizonyitdsdhoz éppen azokra a gondolatokra van sziikség, amelyeket az el6z6 megoldasok soran hasznal-
tunk.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy konvex 3"-szdg 0sszes oldaldbdl és dtldjabdl dll szakaszrendszert hdrmas
csoportokra lehet osztani gy, hogy minden egyes csoportban a hdrom szakasz eqy hdromszdg-vonalat alkot.

I. megoldas (Csikvdri Péter megoldéasa alapjan). A sokszog cstcsaihoz rendeljiik hozza a 0,1,2,...,3" — 1 sza-
mokat, 3-as szdmrendszerben felirva. Minden leirt szimnak legfeljebb n jegye van. Ha a jegyek szama n-nél kisebb,
akkor irjunk a szam elé még annyi 0 szadmjegyet, hogy végil egy n szamjegybdl all6 sorozatot kapjunk, amelynek
tehat minden szamjegye 0, 1 vagy 2. Ugy is fogalmazhattunk volna, hogy a sokszog csticsaihoz rendeljiik hozza az n
hossztusagi 0—1-2 sorozatokat.

Tekintsiik azokat a haromszogeket, melyekre teljesiil a kovetkezd feltétel: barmelyik helyiértéket valasztjuk is ki,
a haromszog cstcsaihoz rendelt harom szam az adott helyiértéken vagy mind megegyezik, vagy paronként kiilonboz6.
Vilagos, hogy barmely két csicsot kivalasztva, pontosan egy olyan csiicsa lesz a sokszognek, hogy a harom csics altal
meghatarozott haromszog kielégiti a fenti feltételt. Az eredeti sokszognek tehat minden egyes oldala és atloja pontosan
egy haromszognek lesz valamelyik oldala, ami azt jelenti, hogy azok a szakasz-harmasok, melyek egy-egy haromszog
harom oldalat alkotjak, rendelkeznek a feladatban megkdvetelt tulajdonsaggal.

II. megoldas. A bizonyitast n-re vonatkozd teljes indukcioval végezziik. Ha n = 1, akkor az allitads nyilvanvalo.
Az indukcios 1épéshez tegyiik fel, hogy valamilyen pozitiv egész n-re az allitast mér belattuk. Tekintsiink most egy
konvex 3" l-sz0get, és ennek csucsait jelolje A;, By, Cj, ahol 1 < i < 3", Az A; csicsokat Osszekotd szakaszokat
az indukcios feltevés miatt be tudjuk osztani harmas csoportokba az el6irt médon, és ugyanez igaz a B; csdcsokat
Osszekots szakaszokra és a C; csucsokat 0sszekots szakaszokra is.

A tobbi szakaszt pedig a kovetkez6 moédon oszthatjuk be. Alkossanak egy csoportot az A;Bj, B;Cy és CpA;
szakaszok, valahanyszor i + j + k oszthato 3"-nel; harom ilyen szakasz nyilvan egy haromszogvonalat alkot. Mivel az 4,



7, k szamok koziil barmely kettét lerogzitve, az oszthatdsagi feltétel a harmadik szamot egyértelmtien meghatéarozza,
minden szakasz pontosan egy harmas csoportban fog szerepelni. Ezek szerint az allitas (n + 1)-re is igaz, az indukcios
lépést befejeztiik.

II1. megoldas (Steller Gdbor megoldasa alapjan). Mint az el6z6 megoldasokban is lattuk, célunk olyan hérom-
szogeket talalni, melyek mindharom csicsa az eredeti sokszognek is csiicsa, minden szakasz valamelyik haromszégnek
oldala, tovabba minden szakasz csak egy haromszognek lehet oldala, amit ugy is fogalmazhatunk, hogy barmely két
haromszognek legfeljebb egy kozos cstcsa van. Ismét teljes indukciot hasznalunk. Tegyiik fel hogy egy Pi1Po ... Psn
sokszog esetén mar megtaldltuk a keresett P; P; P, haromszogeket, ezek szdma a feltételek szerint éppen a szakaszok

szamanak harmada, vagyis
1<3"> o 3i(3r—1)

3\2 2

Jelolje egy konvex 3" -sz6g csucsait A;, By, C; (1 <4 < 3™). Tekintsiik az A; B;C; haromszogeket, ahol 1 < i < 3™.
Nevezziik ezeket egyes tipust haromszogeknek. Ezen kiviil minden, az el6z6 felosztdsban szereplé P; P;j Py, haromszogre
készitsiik el az A;A; Ay, B;B; By, C;C;Cy, (kettes tipusi) és az A;B;iCy, A;C;By, B;A;Cy, B;C; Ay, C;A; By, C;Bj A
(harmas tipusu) haromszogeket is. Ez éppen

n—1(aqn n(qn+1 n(qn+1
3 (3 —1)+3n:3(3+—3)+3n:3(3+—1)
2 2 2
haromszog, éppen annyi, amennyi az alkalmas felosztashoz sziikséges. Ezért elegend6 annyit megmutatni, hogy barmely
két fenti haromszognek legfeljebb egy k6z0s csiicsa van.

Az egyes tipust haromszogeknek nyilvan nincs kozos csucsuk, és kettes tipusu haromszoggel is csak legfeljebb
egy kozos csucsuk lehet. A kettes tipusu haromszogeknek vagy nincs kozos csucsuk, vagy az indukcios feltevés miatt
legfeljebb egy ko6z0s cstcsuk van. A hérmas tipusi haromszogeket tekintve, ezeknek mind az egyes, mind a kettes
tipust haromszogekkel legfeljebb egy koz0s csticsa lehet. Végezetiil pedig két harmas tipusi haromszognek is csak
legfeljebb egy kozos csticsa lehet az indukcids feltevés miatt. Ha ugyanis mondjuk A;B;Cy és A;B;C) is harmas
tipust haromszogek, akkor az eredeti 3"-szog felbontasaban szerepelnie kellett a P, P; Py, és P; Pj Py haromszogeknek
is, ami csak k = k' esetén lehetséges.
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IV. megoldas (Harangi Viktor megoldasa alapjan). Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a sok-
sz0g szabalyos; ez lehet&séget nytjt egy geometriai jellegii okoskodasra. Ismét n szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
Ha n = 1, akkor az éllitds semmitmondd. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 esetén a feladatot mar megoldottuk, és
tekintsiink egy P szabalyos 3" !-sz6get. Ennek cstcsait jeloljikk meg az A, B, C bettikkel tgy, hogy valamilyen koriil-
jaras szerint végighaladva a sokszog csucsain, egy A jeli cstics utan mindig B jeld cstcs kdvetkezzék, B jeld utdn C
jeld, azutan pedig ismét A jeld. Az azonos bettivel jelolt csicsok egy-egy szabalyos 3"-szoget alkotnak, melyeknek élei
feltevésiink szerint mar beoszthaték harmas csoportokra a kivant médon. Most mar csak a kiilénbo6zé jeld cstcsokat
0sszekots éleket kell beosztani.

Tekintsiik a P sokszog egy A jeld csticsan dtmend ¢ szimmetriatengelyét. Mivel P-nek paratlan sok csicsa van,
ezen nem helyezkedhet el més csics. Egy A jeld cstcsot t-re tiikkrozve ismét A jeld csticsot kapunk, B jeld csticsot
tikkrozve C jeldt kapunk, C jeldt tiikkrozve pedig B jeli csicshoz jutunk. Hasonloképpen B és C jeld csicsokon atmend
szimmetriatengelyekre valo tiikrozésnél éppen a B, illetve C jeli csticsok lesznek azok, amelyek ugyanolyan jeld csicsba
keriilnek.

Konstrukcionk ezek utan legyen a kovetkezs: egy ABC' tipusu haromszog élei pontosan akkor alkossanak egy harmas
csoportot, ha a haromszog szimmetrikus az A jeld csticson athaladé szimmetriatengelyre. Azt allitjuk, hogy ezzel a
P sokszog minden AB, BC' és C'A tipusu élét pontosan egyszer hasznaltuk fel, amibdl az indukcios 1épés helyessége
kovetkezik.

Valoban, egy AB tipusu él pontosan abban az egy haromszogben lesz benne, amelynek harmadik cstcsat ugy kap-
juk, hogy a B jeli csucsot tiikrozziik a P sokszog A jeld csticson athalado szimmetriatengelyére; fenti megéllapitasaink
alapjan ez éppen egy C' jeld csucs lesz. Szimmetria okok miatt minden AC' tipusu él is pontosan egy haromszégben
lesz benne. Végiil egy BC tipusu élbé6l kiindulva, tekintsiik annak felez6 merdlegesét. Ez szimmetriatengelye lesz a P
sokszognek, éppen ezért dthalad annak egy jol meghatarozott csicsan, ami a fenti megallapitasok miatt csakis A jeld
lehet. Ez és csakis ez lehet a keresett haromszdg harmadik csdcsa.

Végezetiil lassuk azt a megoldast, amely ravilagit a feladat valodi geometriai, vagy ha tugy tetszik, algebrai hatte-
rére. A keresett harmas csoportokra valo felosztas ugyanis megvaldsithatd a 3 elemd test feletti n-dimenzios affin tér
egyeneseinek segitségével. Hogy ez pontosan mit is jelent, az remélhet6leg kideriil az alabbi gondolatmenetbdl.

V. megoldas (Rdcz Béla Andrds megoldasa alapjan). Legyen p egy tetsz6leges primszam. A kovetkezs altalanos
tételt fogjuk bebizonyitani: egy p" szogponti teljes graf éleit csoportositani lehet gy, hogy az egyes csoportokban
1évé élek egy-egy p szogpontu teljes graf élhalmazat alkossak. Lathatjuk, hogy p = 3 esetén ez ekvivalens a kitizott
feladattal.

Tekintsiik az a = (a1, ag, . . ., a,) sorozatokat, ahol minden i-re a; p-nél kisebb nemnegativ egész. Ezek szama éppen
p". Ezek lesznek a p elemt test feletti n-dimenziés affin tér pontjai, melyeket az adott teljes graf szogpontjaival azo-
nositunk. Ezekre a pontokra egyben vektorként is gondolunk ugyantgy, ahogyan a 3-dimenziés euklideszi tér pontjait



azonosithatjuk az origobol oda mutat6 vektorokkal. Az a és v pontok Gsszegén, vagy ha gy jobban tetszik, az a pont
v vektorral valo eltoltjan az a+ v = (a1 +v1, a2 + va, ..., a, + v,) pontot értjik, ahol az a; + v; dsszegeket modulod p
kell tekinteni. Nyilvan két pont kiilonbségét is értelmezhetjiik hasonlé modon, és igaz lesz az, hogy a+ (b — a) = b.
A v pont (vektor) a-szorosan, ahol « € {0,1,...,p — 1} pedig az av = (av1,avs,...,av,) pontot (vektort) értjik,
ahol természetesen az av; szorzatokat ismét csak modulo p kell értelmezni. Ezt persze megtehetjiik tetsz6leges 5 egész
szam esetén is, és ha « és f ugyanolyan maradékot adnak p-vel osztva, akkor nyilvin av és v ugyanazt a pontot
jeloli ki.

Hogyan lehetne értelmezni két kiilonbdz6 a és b ponton &dtmend egyenest? Kézenfekvs, hogy az a ponthoz adjuk
hozza a v = b — a vektor skalarszorosait, ahogy azt az euklideszi esetben is tennénk. Nem nehéz megmutatni, hogy
minden egyenes p kiilonb6z6 pontbol all. ElGszor is, legfeljebb p pont lehet az egyenesen, hiszen elegends a v vektor
0,1,...,p — 1-szeresét hozzdadni a-hoz. Ha most a + jv = a + kv lenne két kiilonboz6 j,k € {0,1,...,p — 1} szémra,
akkor a v vektor minden egyes v; koordinatdjara jv; és kv; megegyezne moduld p. Vagyis (k — j)v; oszthato lenne
p-vel, ami csak agy lehetséges, ha minden v; = 0, ami ellentmond annak, hogy a és b kiilénb6z6 pontok voltak.

Barmely két kiilonb6z3 pont meghataroz tehat egy egyenest, melynek p pontja van. A sorsdonts észrevétel az, hogy
barmely két kiilonb6zd egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van, vagy masképp szolva, barmely két pont pontosan
egy egyeneshez tartozik hozza. Ebbgl a bizonyitand6 allitas mér kovetkezik: a keresett p szogponta teljes grafokat
éppen a kiilonb6z6 egyeneseknek feleltethetjiik meg.

Feladatok

1) Igazoljuk, hogy az a és b pontokon dtmend egyenes meghatarozasaban a és b szerepe felcserélhetd.

2) Igazoljuk, hogy ha ¢ = a+ a(b—a) és d = a+ (b — a) az a és b pontok altal meghatarozott egyenes két
kiilénb6z6 pontja, akkor a és b rajta van a c és d pontok altal meghatarozott egyenesen. Hogyan kovetkezik ebbdl a
megoldasban emlitett ,sorsdontd” észrevétel?

3) Hogyan értelmezhetnénk két egyenes parhuzamossagat?

4) Hogyan lehetne sikokat definialni? Héany pontja lesz egy siknak? Hogyan nézhet ki két sik kozos pontjainak
halmaza?

5) Milyen problémakba iitkdznénk, ha egy p primszam helyett egy m Osszetett szamra probalnank a fenti tételt és
annak bizonyitésat atvinni?



