1. Egy hir és érintétrapéz eqyik pdrhuzamos oldaldnak hossza 10 egység, a beirhaté kir sugara o = 5V3 egység.
Hdny szdzaléka a beirt kor terilete a trapéz teriletének?

Megoldas. Belathato, hogy ha egy hur- és érintGtrapéz parhuzamos oldalainak hossza 2a, illetve 2b, a beirhato
kor sugara o, akkor p? = ab. (Léassuk be!) Most 2a = 10, o = 5V/3, tehat 75 = 5 - b, azaz b = 15, 2b = 30 egység.

10+ 30
A beirhaté kor teriilete Ty = 757 teriiletegység, a trapéz teriilete Th = 30, 10v/3 = 200V/3 teriiletegység. Mivel
T _ V37 ~ 0,680,
T 8

ezért a beirhato kor teriilete a trapéz teriiletének a 68%-a.
2. Két vdros tdvolsaga 560 km. Két gépkocsi kozil az eqyik 1 ordval kevesebb idd alatt teszi meg ezt az utat, mint

m
a mdsik gépkocsi, mert a sebessége 10 — -val nagyobb, mint a mdsiké. Szamitsuk ki a gépkocsik sebességét!
ora

Megoldas. Jelolje v a lassabban halad6 gépkocsi sebességét, ekkor a gyorsabb gépkocsié v + 10. A feltétel szerint
560 560

v v+ 10

3. Az f x> log,x, x € RT (a >0, a# 1) logaritmusfiiggvény grafikonjdra illeszkedik a P(b; —2) és a Q(16b;6)
pont. Hatdrozzuk meg a és b értékét, majd irjuk fel a PQ egyenes egyenletét!

= 1, ahonnan v; = 70, v = —80. A gépkocsik sebessége 80 km /ora, illetve 70 km /ora.

Megoldas. A logaritmusfiiggvény értelmezése miatt b > 0. A feltételek szerint —2 = log, b és 6 = log, 16b, azaz
1 1
a2 =bés a® = 16b, ahonnan a = V2 és b = 3 tehat P (5, —2), Q(8;6). A PQ egyenes egyenlete 16z — 15y = 38.

4. Milyen valos x értékekre van értelmezve a

sin2x +2sinx 2 x

sin2x — 2sinx
kifejezés és mi az értékkészlete?

Megoldas. A kifejezés akkor értelmezhetd, ha sin 2z — 2sinx # 0 és tg% értelmezve van, azaz ha © # krm, k € Z,

tehat © € R\ {kn; k € Z}.

Az els6 tényezs:
sin2z + 2sinx  2(sinz)(cosz+ 1)  cosx + 1

= km, ke Z
sin2z — 2sinx ~ 2(sinz)(cosz — 1) ~ cosz — 1 (@ # b, k € 2),

a masodik tényezs:
2 1—cosx
tg— =

cosr+1 1—cosz

Mivel = —1 (x # kn), ezért az értékkészlet a {—1} szamhalmaz.

cosz — 1 . 1+ cosx

5. Irjuk fel annak a P(0;2) ponton dtmend V8 sugari kirnek az egyenletét, amelyet kivilrol érint az 22 +y? + 2z +
6y + 8 = 0 egyenletd kor!

Megoldas. Az adott kér egyenlete (z + 1) + (y + 3)® = 2 alakban irhato, tehat kozéppontja K (—1; —3) és sugara
r = /2. Legyen a keresett kor kézéppontja C (u;v), akkor egyenlete (z — u)2 +(y— ’U)2 = 8. A P(0;2) pont rajta van
ezen a koron, tehét

(1) u? + (2—v) =8,

A keresett kor kdzéppontja a K ponttol v2 + v/8 = 3v/2 tavolsagra van, tehat rajta van az (z + 1)% + (y + 3)* = 18
egyenletd kordn, ezért

(2) (u+1)°+ (v+3)?* =18
Az (1) és (2) egyenletek alkotta egyenletrendszer megoldasai:

34 12

u; =2, v =0 vagy uz:_ﬁ’ ’UQ:E.

A feltételeknek két kor felel meg, ezek egyenlete:

34V 12
(x—2)2—|—y2:8, illetve <$+ﬁ> +<y_ﬁ> =8.



6. Oldjuk meg az aldbbi egyenldtlenséget a valds szamok halmazdn:

24/logs x + +/log, 3 > 3.

Megoldas. Az egyenl6tlenségben szerepls kifejezések akkor értelmezhetSk, ha > 1. Legyen /logs x = z, ekkor

. [ 1 1 1
z> 0. Igy y/log, 3 = Tog, 7 =2 tehat 2z 4 p > 3. Mindkét oldalt z > 0-val szorozva, majd rendezve kapjuk:
3

222 -3241>0,

RN

1 1
ami (z > 0) akkor teljesiil, ha 0 < z < 3 vagy z > 1, azaz 0 < y/loggz < 3 vagy +/logsz > 1, tehat 0 < loggz <
vagy logs x > 1.
Az egyenl6tlenség megoldasai az 1 < x < V3 vagy = > 3 valos szamok.

7. Egy V13 egység sugari kérbe olyan konvexr hatszdget irunk, amelynek hdrom oldala 2a, mdsik hdrom oldala 5a
eqyséqg hosszi. Szamitsuk ki a hatszog teriletét!

Megoldas. A hatszognek van olyan cstcsa, ez legyen B, hogy a két szomszédos csiics tavolsdga 2a, illetve 5a.
Legyen AB = 2a és BC = 5a, a kor kozéppontja O. A hosszabb AC ivhez tartozo kozépponti szog 240°, igy az ehhez
tartozo6 ABC keriileti szog 120°, igy AC' = 2-v13sin120° = V/39 egység. Az ABC haromszogben a koszinusztétel
alkalmazéasaval 39 = 4a® 4 254 — 2 - 2a - 5a - cos 120°, ahonnan 39 = 3947, tehat a = 1 (a > 0).

Legyen az AOB héaromszog AB oldalahoz tartozo magassig hossza mi, a BOC haromszog BC' oldaldhoz tartozo
magassig hossza mq. Ekkor ,

mi +a* =13, illetve m3+ (ga> =13,

3v3
s mivel a = 1, ezért m; = 2v/3 egység, my = T\/— egység. A hatszog teriilete

5 3v3 69v3
T=3 (1 2V3 + 3 T\/—> = T\/_ teriiletegység.

8. Egy sorozat elsd tagja a1 =1 ésn > 1 esetén

1
i1 = (1 - —— | - an.
i < (n—|—2)2>

Irjuk fel (zdrt alakban) a sorozat n-edik tagjdt és elsd n tagjanak szorzatdt!

Megoldas. A definici6 szerint

1 (oY et (R |
(10205 - an_1) - an = (aras -~ an_1) (1 - <%>2> <1 - Gf) (1 - <n}r 1)2> .

Osszuk el mindkeét oldalt (ajas - - - a,_1)-gyel és alkalmazzuk az a® — b? = (a — b)(a + b) azonossagot.
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2 n+2
Az egyszertsitések utan a,, = 3 i T A sorozat els6 n tagjanak a szorzata
n
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(Az allitasok teljes indukcidval is belathatok.)




