I. kategoéria: Szakkozépiskolak
Els6 (iskolai) fordulé

1. Az a,, sorozat elemeire teljesiil, hogy

(a) a1 = 1335,

(b) A2n41 = A2p = N — Qp,

ahol n pozitiv egész szam.
Mivel egyenls aspo1?

2. Legyen
f(z) = az® + bz +c,

fly) = ay® + by + ¢,
ahol a, b, ¢ valos paraméterek. Az A halmaz elemei legyenek azok az z, y valos szampérok, amelyekre a > 0 esetén
fx) < fly) + (day +b)(z - y) — ay®;

a B halmaz elemei pedig legyenek azok az z, y valos szdmparok, amelyekre a < 0 esetén

fl@) = f(y) + (day +b)(z — y) — ay’.
Bizonyitsa be, hogy az A halmaz azonos a B halmazzal!

3. Egy tetszoleges ABC haromszog BC, C'A és AB oldalaira kifelé rajzolt négyzetek kdzéppontjai rendre O1, O és
Os. Bizonyitsa be, hogy az 010203 haromszog oldalaira rajzolt négyzetek teriiletének 6sszegébdl az ABC haromszog
oldalaira rajzolt négyzetek teriiletének 6sszegét levonva az ABC haromszog teriiletének hatszorosat kapjuk!

4. Melyek azok az x, y valos szamok, amelyekre
(x4 1)(B3x+5y) =3, & a®+4x+5y=4

egyszerre teljesiil?

5. Oldja meg a valds szamharmasok halmazéan a

1 5 in? 2y + tg? 19
\/§+sin2x+\/Z—sinzy—i-\/l—i-tgzz:sm x+c°; yrie Z+§

egyenletet!

6. Hatarozza meg az Osszes olyan p primszamot, amelyre a p* + 143 134 szam szamjegyeinek osszege teljes négyzet!

Masodik fordulé

1. Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:
loggz —2Y +y =3,

y-2Y4+2Y . loggx = 4.

2. Hatarozza meg az 0sszes olyan derékszogd trapézt, amelynek egymast kdvets oldalai egy mértani sorozat egymast
kovets tagjail

3. Bizonyitsa be, hogy ha egy haromszog barmelyik silyvonalat a vele azonos cstcsbol hiuzott bels§ szogfelezd
egyenesre tiikrozziik, akkor ez az egyenes a haromszog adott stulyvonaldhoz tartozé oldalt olyan két részre osztja,
amelyek aranya a mellettiik fekvs oldalak négyzetének ardnyaval egyenld!

4. Az ABCD négyzet koré irt korvonal tetszéleges pontja legyen P. Bizonyitsa be, hogy a PA, PB, PC és PD
szakaszok hossza egyszerre nem lehet racionalis szam!

5. Hatarozza meg a
Va—p+2y/z2-1l=xz

egyenlet Osszes valos gyokét, ha a p paraméter egész szam!



Harmadik (d6ntd) fordulé

30°-0s szogben latszik!

1. Az ABCD téglalap A csicsdbol a BD atlora bocsajtott merdleges egyenes a BD atlot az E, a BC oldalt az F
bels6é pontokban metszi. Adja meg az ABCD téglalap szomszédos oldalainak aranyét, ha az E'F szakasz a C' pontboél

2. Az 1;2;3;...;2002 szamok mint egyiitthatok segitségével képezziik az alabbi 2000 darab egyenletet:
12 +2-204+3=0
222 +2-30+4=0

3-2242-424+5=0

2000 - 2% + 2 - 2001z + 2002 = 0.
Tekintsiik mindegyik egyenlet valés gyokei 0sszegének és valos gyOkei reciproka Osszegének szorzatat, ha az létezik.
Mennyi az igy kapott legfeljebb 2000 darab szorzat szorzata?

3. Adott a sikban egy derékszogi koordinata-rendszer.

Az R ponthalmazt a koordinata-rendszer racspontjai alkotjak, vagyis azok a pontok, amelyeknek mindkét koordi-
nataja egész szam.

Legyen az S halmaz az R-nek egy részhalmaza a kovetkezd tulajdonsaggal: barmely két S-beli pontot Gsszekotd
szakasz felezGpontja nem eleme R-nek, azaz nem racspont.
Hany elemi lehet egy ilyen S halmaz?

II. kategoria: Altalanos matematika tantervi gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢, d raciondlis szamok és |a| # |c|, akkor az

(az 4+ b)* = (cx + d)*
egyenlet gyokei raciondlis szamok.

2. Milyen p és g pozitiv primszamokra igaz, hogy a
(p—3q)z” —pr+q=0
egyenlet egyik gyoke pozitiv primszam?

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kdvetkezs egyenletet:

/1 /1
3 3f 3L

4. Az ABC haromszog A és B csicsan atmend kor az AC oldalt P, a BC oldalt a @ belsé pontban metszi. A Q-
bol az AC-vel huzott parhuzamos AB-t X-ben, a P-b6l a BC-vel hizott parhuzamos AB-t Y-ban metszi, X # Y.
Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, X, Y pontok egy kéron vannak.

5. Az a, b, ¢ pozitiv szamokra a? + b* + ¢ = 1 teljesiil. Hatarozzuk meg az

c a + b
Osszeg lehetd legkisebb értékét.

Masodik fordulé



1. Ugyanabban a koordinata-rendszerben megrajzoltuk az xy = 1 és az xy = —1 egyenleti gorbéket (hiperbolakat).
Mutassuk meg, hogy ha egy origd kozépponti, R sugara kornek a gorbékkel képzett kozds pontjai szabélyos sokszog
csticsai, akkor a sokszog teriilete R*-nel egyenld.

2. Adjuk meg azokat az x, y, z, t valos szamokat, amelyek egyidejiileg kielégitik a kovetkezs egyenletet és egyen-
16tlenséget:

X z =
y 27

Vadr — 14 /4y — 1+ 4z — 1> 24+ 3V72

3. Legyen f(x) a 0-t6l és 1-t6l kiilonboz6 valos szamok halmazan értelmezett valos értékid fiiggveny. Allitsuk els
azt az f(x) fliggvényt, amely értelmezési tartoméanyanak minden x értékére kielégiti az

X
z+1

f(x) + ka?f <§> =

egyenletet, ahol k olyan allando, amelyre 0 < k% # 1 teljesiil. Adjuk meg az értelmezési tartomanynak azokat az
értékeit, amelyekre f(z) = 0.

4. Az ABC haromszog A csucsabol induld belsé szogfelezének a k beirt korrel valdo metszéspontjai koziil az A
csticshoz kozelebbit jelolje O4; hasonléan kapjuk a B, illetve C csicsbol induld szogfelez6kon az Op, illetve O¢
pontokat. Az O 4 koriil szerkesztett, AB-t és C'A-t érint6 kor legyen k4, az Op koriil szerkesztett, BC-t és AB-t érint6
kor legyen kg, és az O¢ koriil szerkesztett, C A-t és BC-t érint6 kor legyen k¢ .

Bizonyitsuk be, hogy a ka, kp, ko kordknek paronként vett, az oldalegyenesektsl kiilonbozé kozos kiils6 érintsi
egy ponton mennek &t.

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Az ABC haromszog AB oldalat kiviilr6l érinté hozzéairt kor AB-t a P pontban, AC meghosszabbitasat a @
pontban érinti; a BC' oldalt kiviilrél érinté kor pedig AC' meghosszabbitasit az U pontban, AB meghosszabbitisat az
X pontban érinti.

Bizonyitsuk be, hogy a PQ és az UX egyenesek metszéspontja egyenls tavol van az AB és a BC egyenesektol.

2. Van-e olyan n-oldalt sokszog, amelyben a hegyesszogek szama n? — 30n + 2367

3. Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb egész szam. Adjunk meg olyan x1,x9,...,x, valos szamokat, amelyekre
teljesiilnek az
1+ T2+ -+, =2(n—1)

és az
(21— 12+ (@2 -1+ +(zn -1 =n

egyenlGségek, és x,, értéke a lehets legnagyobb.

I11. kategoéria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulo

1. Legyen a = 1 4+ v/5. Szamitsuk ki az alabbi kifejezés pontos értékét:

(4—a) - V2+a-a V3a+4.

2. Legyen F és I az ABCD trapéz AD, illetve BC szaranak egy-egy bels6 pontja. Mutassuk meg, hogy ha az AF
és EC egyenesek parhuzamosak, akkor az EB és DF egyenesek is parhuzamosak.

3. Tegyiik fel, hogy egy kettShatvanyt egy alkalmas alapt szamrendszerben csupa azonos szamjeggyel lehet felirni.
Mutassuk meg, hogy a kettGhatvany legfeljebb kétjegytd (ebben a szamrendszerben).

4. Van-e olyan nem konstans, egész egyiitthatos polinom, amely minden pozitiv egész helyen k! alakt értéket vesz
fel (k=1,2,3,...)7

5. Mennyi a (90-b&l 5-6s) lottohuzas masodik legnagyobb szamanak a varhato értéke? [Varhato érték: az Osszes
lehetséges lottohtizas mindegyikében kivalasztjuk a masodik legnagyobb szamot, és ezeknek a szamtani kdzepét képez-
ziik (egy adott értéket természetesen ,,annyiszorosan” kell figyelembe venni, ahdny lottohtuzasban ez az érték masodik
legnagyobb szamként fellép).]



Maisodik (déntd) fordulé

1. Az x1,22,...,2, (n > 1) valos szamok koziil barmelyik x; megegyezik az Gsszes tObbi x; négyzetének az
Osszegével. Hatarozzuk meg az 0sszes ilyen tulajdonsagiu szam-n-est.

2. Vegylink fel egy-egy bels6 pontot egy paralelogramma négy oldalszakaszan. Bizonyitsuk be, hogy az altaluk
kifeszitett négyszog keriilete legalabb kétszer akkora, mint a paralelogramma rovidebbik atloja.

3. Adjuk meg a porzitiv egészeknek egy olyan H részhalmazat, amely rendelkezik az alabbi két tulajdonsaggal:
(i) minden elég nagy pozitiv egész elGall legfeljebb 100 darab H-beli (nem feltétleniil kiilonb6z6) elem Osszegeként;

(ii) 2002 a legkisebb olyan k érték, amelyre minden elég nagy pozitiv egész elGall pontosan k darab H-beli (nem
feltétlentl kiilonboz6) elem Gsszegeként.



