Ebben az évben, december 15-én emlékeziink meg Bolyai Janos sziiletésének kétszazadik évfordulojarol. O volt az
els6 olyan magyar matematikus, aki — E6tvos Lorand szavaival — vilagraszolot alkotott. Nagy tudésunkroél sajnos nem
maradt fenn hiteles kép. Igy az utokor nem ismerhette meg arcvonasait, csak 48 éves koraban késziilt utlevele alapjan
tudjuk, hogy kozéptermetd, kékszemt, hosszikas arca férfi volt. Bar arcélét nem ismerjiik, életét és munkassagat
szerencsére szamos mi méltatta. Rangos monografiak, sok tudoményos dolgozat és népszertsits cikk ismerteti életutjat,
a geometridban elért korszakalkoto felfedezését s a modern matematika kialakitasaban jatszott szerepét.

Bolyai Janosnak élete folyamén csak egyetlen mive jelent meg nyomtatasban, A tér abszolit igaz tudomdnya,
roviden az Appendiz. Ezzel a munkajaval hozta létre az in. nemeuklidészi geometriat. Megtorte az euklidészi geometria
egyeduralmat, felszabaditotta az utat az emberi gondolkodas el6tt a tér masként valo felfogasa szamara, utat nyitott
a huszadik szazad fizikai elméletei el6tt, melyek vilagképiinket gyOkeresen megvaltoztattak. De Bolyai nem csak a
geometridban alkotott nagyot. O egyetemes matematikai zseni volt, aki kora matematikdjanak minden olyan agéaval
foglalkozott, amelyekr6l tudomast szerzett. Napjait atszGtte a szegénység, a betegség és a fajé megnemértés. Geometriai
miveinek jelentGségét a haldla utani évtizedekben ismerték el, mig més matematikai felfedezéseir6l még késébben, csak
a kozelmultban értesiilhettiink.

Bolyai Janos életitja

Bolyai Janos 1802. december 15-én sziiletett Kolozsvarott. Apja a marosvéasarhelyi Reformatus Kollégium késébbi
legendés tanara Bolyai Farkas (1775-1856), anyja Arkosi Benkd Zsuzsanna (1780-1821) egy kolozsvéri sebész leanya.
Gyermekkorat Marosvasarhelyen és Domaéldon toltotte. Errél az idGszakroél a fidra biiszke apa ifjakori baratjahoz, Carl
Friedrich Gausshoz (1777-1855) irt leveleiben részletesen beszamolt. Elmondja, hogy az 6téves kisfiu jatekbol az égbolt
sok csillaganak nevét megtanulta, ismeri az egyszertibb geometriai alakzatokat, tisztdban van a szinusz fogalmaval.
Az iras-olvasast hatéves koraban szinte magatol sajatitotta el, ra egy évre mar németiil és hegediilni is tanult. Janos
rendszeres oktatasat kilencéves kordban kezdik meg. ElGszor a sziil6i haznal, az apja altal kivalasztott legjobb diakok
foglalkoznak vele. Matematikira apja tanitotta. Tizenkét esztendds koratédl volt a marosvasarhelyi kollégium rendes
tanuloja, ahol 1817-ben leteszi a mai érettséginek megfelels vizsgat.

A matematikdhoz fiz6d6 érdekes gyerekkori gondolatairél maga Janos is nyilatkozik. Fennmaradt kéziratos hagya-
tékaban olvashatjuk a kovetkez6 mondatokat: ,,Mdr kisgyermek koromban feltettem magamnak a kérdést, hogy végtelen
sok primszam létezik-e?” és ,gyermekkoromban magamtdl taldltam, hogy

k m
lim (1 + —) =eb”
m—r oo m

Bolyai Farkas azt szerette volna, ha rendkiviil tehetséges fia Gottingenben annal a Gaussnal folytatna tanulményait,
akivel egyetemi éveik alatt életre szolo6 baratsagot kotott. Ezt megirta az akkor mar nagyhird matematikusnak, de
levelére nem kapott valaszt. Ezért hosszas toprengés utdn agy hatarozott, hogy fiat a bécsi hadmérnoki akadémiara
kiildi tovabbtanulni. Janos Bécsben 1818 augusztusaban német nyelven sikerrel letette a felvételi vizsgét, és ezzel
megkezd&dott katonai palyafutasa.

Bolyai Janos mindig j6 tanulé volt és hadmérnoki akadémiai évei alatt is rendszeresen foglalkozott matematikaval.
Jegyzeteiben mar ekkor felvillannak eredeti Otleteinek szikrai. 17 évesen szép megoldést taldl egy adott szog harom
egyenls részre valo felosztasara korzé és vonalzd, valamint az egyenls oldala hiperbola egyik dganak felhasznalasaval.
1820 koriil kezdett intenziven foglalkozni a parhuzamosok posztulatumaval annak ellenére, hogy apja megprobalja
lebeszélni errdl: Az Istenért kérlek! Haggy békét a parallelaknak, ...” — irja fidnak Farkas.

Tanulményait 1823-ban fejezte be. Ezutan kinevezték alhadnagynak és a temesvéri erdditési igazgatdosaghoz osztot-
tak be. A ,parallelakrol” Bécsben elkezdett toprengései itt értek be. Temesvaron fedezi fel ,,éppen télben, €éjfél tdjban” a
nem egészen 21 éves Bolyai Janos az abszolit geometria alapképletét. Err6l apjanak 1823. november 3-4n szamolt be
nevezetes ,,temesvari levelében”. Bolyai Janos az 1823-1825-0s években fogalmazta meg és foglalta egységes rendszerbe
az abszolut geometria alapjait. A méar kidolgozott elméletét 1825 elején megmutatta apjanak, s 1826-ban egy német
nyelvi valtozatat atadta Wolter von Eckwehr (1791-1857) szazadosnak, kozvetlen parancsnokanak és volt bécsi ma-
tematikatanaranak. Sajnos ennek a kéziratnak nyoma veszett. Katonai palyafutasa alatt Bolyai Temesvar utdn még
Aradon, Lembergben, végiil pedig Olmiitzben szolgalt. Ezekben az években tobbszor betegeskedett. 1833-ban sajat
kérésére masodosztalyt kapitanyi rangban nyugdijaztak.

Ko6zben 1831-ben kiilonlenyomatban megjelenik Bolyai Janos nagy miive a Tér abszolit igaz tudomdnya, amelyet
Bolyai Farkas szinte azonnal, 1831. janius 20-an elkiildott Gaussnak, akinek véleményét kérte fia munkajarol. Ez a
példany elveszett, ezért 1832. januéar 16-an Janos midvét 1jboél megkiildi baratjanak. Gauss 1832. marcius 6-an kelt
valasza — ,,... ha fiad munkdjdit megdicsérném, akkor magamat dicsérném, mivel a mid egész tartalma, az it, amelyet
fiad kévet és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig megegyeznek részben mdr 30-35 év dta folytatott elmél-
kedéseimmel” — Bolyai Janost lestjtotta, elkeseritette. Becsapott embernek érezte magat. Kiilonos, hogy Gauss Ch. L.
Gerling (1788-1864) marburgi matematikusnak harom héttel korabban irt levelében Bolyait ,elsdrangi ldngésznek”
tartja. Kar, hogy ezeket a szavakat nem Bolyai Farkasnak irta.

Bolyai Janos nyugalomba vonulasa utan 1833-ban visszatért Marosvasarhelyre. Egy éven at apjanal lakott, majd
1834-ben elkoltozott egy tavoli faluba, Domaldra. Domaldon irja meg a Responsio cimii munkajat a komplex szamokrol,



amelyet egy lipcsei tudoméanyos tarsasidg palydzatara kiild el 1837-ben. Ez a probalkozas ujabb kudarcot jelentett
Janosnak. A biralok nem értették meg a dolgozatdban foglaltakat, ezért azt elutasitottdk. Bolyai 1846-ban ujbol
Marosvasarhelyre koltozott és itt élt az 1860. januar 27-én bekdvetkezett halaldig. 1848-ban nagy meglepetés érte.
Ekkor jutott Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij (1793-1856) 1840-ben Berlinben megjelent konyvéhez, melynek tartalma
sok részletében megegyezik az Appendixével. Nem nehéz elképzelni milyen izgalommal olvasta végig ezt a munkat, am
miutan alaposan attanulmanyozta a legnagyobb elismeréssel nyilatkozott réla.

Bolyai Janos egész életében dolgozott. Az Appendix és Responsio megalkotésa utdn is toretlen erével folytatta
kutatasait. Mindig a matematikanak élt. Ebben sem a katonai szolgalat, sem késébbi betegségei nem tudtdk megaka-
dalyozni. Az 1820-as évek az Appendix kidolgozasanak jegyében teltek el, de ugyanakkor mar algebrai, szamelméleti
kérdések és a komplex szamok elmélete is lekotdtte a figyelmét. Elete masodik felében, nyugdijaztatisa utdn sem
pihent. Napestig iilt irdéasztala mellett, hogy folidns nagysagu papirjait vagy sokszor aprd papirszeletkéit teleirja. En-
nek eredménye az a hatalmas kéziratos hagyaték, amelyet haldlakor rankhagyott. Kéziratainak nagy részét — mintegy
14000 oldalt — ma a marosvasarhelyi Teleki-Bolyai Konyvtarban 6rzik, de értékes Bolyai-gytjteménye van az MTA
Konyvtaranak is Budapesten. E feljegyzésekben rejtéztek azok a ,kincsek” (Bolyai nevezte igy az altala felfedezett
matematikai tételeket), amelyeket csak az utobbi évek kutatasai hoztak felszinre.

A tér abszolit igaz tudomanya

Az Appendix Bolyai Janos fémiive. A latin nyelven rendkiviili precizitassal és tomorséggel megirt mii a matematikai
irodalom legtokéletesebb munkai kdzé tartozik, amelyet napjainkig minden jelentGsebb nyelvre leforditottak. Mar elsé
idegen (francia) nyelvi forditéja Guillaume-Jules Hotiel (1823-1886) bordeaux-i egyetemi tanér igy nyilatkozott: ,Ez
az Appendiz egy kimagasldan értékes munka”. Késtbb Georg Bruce Halsted (1853-1922) texasi (USA) professzor, aki
angolra tltette at az Appendixet megéllapitja: ,ez a huszonnégy oldal o legrendkivilibb két tucat oldal a gondolkodds
torténetében”.

Bolyai Janos ezzel a munkajaval valoban vilagraszolot alkotott. Megoldotta a geometria leghosszabb ideig, tobb
mint 2000 évig ellenalld, un. parhuzamosok problémajat.

Mi volt ez a probléma?

A mértan tudoméanyanak els¢ egzakt munkaja Euklidész Elemek (Kr. e. III. évszazad) cimid konyve volt. A md
legnagyobb érdeme, hogy a geometriai ismereteket egységes logikai rendszerbe foglalta, melyben kevés szamu allitas-
bol, logikusan, egymasra épiilve kdvetkeznek az tjabb és ujabb allitasok, deduktiv bizonyitas utjan. Euklidész 6t olyan
alaptételre (axiomara, posztulatumra) épitette fel geometridjat, amelyeket bizonyitas nélkiil elfogadott. Ezek koziil az
els6 négy (az egyenes barmeddig meghosszabbithat6, minden derékszog egyenls, ...) igen ,egyszerd”, ,szemléletes”,
konnyen elfogadhaté. Az V. posztulatum (egyes kiadasokban XI. axiéma) — ha egy egyenes masik két egyenest ugy
metsz, hogy a metsz6 egyenes ugyanazon oldalan keletkezett két szog Osszege kisebb, mint két derékszog, akkor ezek
az egyenesek a végtelenbe meghosszabbitva metszik egyméast — méar nem tiinik annyira ,nyilvanvalénak” mint a tobbi.
Ezt a posztulatumot a matematikusok mar a kezdetekben is kritikaval fogadtak. Konyvében maga Euklidész is csak a
29. tétel bizonyitasanal hasznalja fel elGszor. Sokan tgy probéltak megszabadulni téle, hogy megkisérelték azt konnyeb-
ben belathatoval, azaz vele ekvivalenssel helyettesiteni (egy kijelentésrsl akkor mondjuk, hogy ekvivalens az V. vagyis
az euklidészi parhuzamossagi posztuldtummal, ha e kijelentés, a tobbi axiéma — az Gn. maradék axiémarendszer — és
az ezekbdl levezetett tételek segitségével bizonyitani tudjuk az V. posztuldtumot és forditva, a kijelentés is csak az
V. posztulatum segitségével bizonyithato).

Miutan ezek a probalkozasok nem hoztak lényeges haladast, a matematikusok hosszi idén a4t megkisérelték az
V. posztulatumot bebizonyitani. Valamennyi kisérlet hidbavalénak bizonyult. Dént6 fordulat akkor allott els, amikor
a maradékrendszerhez az V. posztuldtum tagadasat csatoltdk és igy probaltak felépiteni a geometriat. Furcsa, a
szemlélet szamaéara szokatlan tételek adédtak, de ezek egymaéssal szemben nem mutattak fel ellentmondast.

Bolyai Janos volt az, aki id6ben legelGszor olyan altalanos geometriat épitett fol, amely az V. posztulatumot
sem nem allitja, sem nem tagadja, hanem mell6zi. Ugy értelmezte a parhuzamossagot, hogy az egybefoglalja az
V. posztulatum Aallitdsanak és tagadasanak a lehet&ségét. Eszerint ennek az dltalanos, Bolyai altal abszolitnak nevezett
geometrianak sajatos esete mind az euklidészi (a X-rendszer), mind a nemeuklidészi vagy mas néven hiperbolikus
(az S-rendszer) geometria. Bolyai nagy érdeme abban &llt, hogy folépitette az abszolut geometriat és azon beliil a
hiperbolikus geometriat.

Bolyai Janos megtartja Euklidész posztulatumait, kivéve az V.-et. Mindazokat az alapfeltevéseket, melyek pontok-
nak egyenesek és sikok altal valé Osszekotésére, tavolsagoknak és szogeknek valtozatlan nagysagban valo atvitelére, a
haromszogek egybevagosagara stb. vonatkoznak, az S-rendszer éppen gy megkoveteli, mint a kozfelfogas. Az eltérés
a parhuzamossag értelmezésével kezdddik, amelynek fogalmat Bolyai az Appendix 1§-ban vezeti be. Emlitsiik meg ezt
az értelmezést:
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A m irdnyitott félegyenesrdl akkor mondja, hogy parhuzamos az AM iranyitott félegyenessel, ha f?\/k a félsu-
garaknak a BA helyzetébdl kiindulva B koriili az 6ramutato jarasaval ellenkezd irdnyu forgasa kézben el6allo olyan
félegyenes, amely mar éppen nem metszi AM-et (1. dbra), elpattan t&le. Bolyai Janos szerint vilagos, hogy barmely

az AM egyenesen kiviil fekvé B pontbol (az AM és B sikjaban) kiindul ilyen _BW , de csak egy, és hogy
(1) BAM<+ ABN< <2R

(R a derékszoget jelenti).
Az igy értelmezett parhuzamossagot abszolut parhuzamossagnak nevezziik, ha pedig (1)-ben csak a < jelet engedjiik
meg, akkor hiperbolikus parhuzamossagrol beszéliink. A hiperbolikus esetben az AM egyeneshez a B ponton at két

— ellentétesen iranyitott — parhuzamos egyenes tartozik. Ekkor vannak még olyan BG félegyenesek is, amelyek sem

nem parhuzamosak AM-mel, sem nem metszik azt.
Megjegyezziik, hogy Bolyai egyenesei nem feltétleniil ,egyenesek” a koznapi értelemben. Ezek félkorok, vagy mas
geometriai objektumok is lehetnek. A szemléltet abrakon mégis kéznapi értelemben hasznalatos egyeneseket rajzolunk.
Bolyai Janos ebbdl az értelmezésbdl kiindulva felépitette a sik és a tér abszolut, az V. posztulatumtoél fliggetlen
geometridjat. Ime két szép tétele:

1. Az abszolut sikgeometria Temesvaron felfedezett alaposszefiiggése (Appendix 29§)
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az u parhuzamossagi sz0g és az x parhuzamossagi tavolsag kézott létesit kapcsolatot (1. abra). Itt e az Euler-féle szam
(e =2,718...), k pedig egy, a teret jellemzd pozitiv valés szam.

E képlet szerint, ha x — 0, akkor u — g Hasonléképpen, ha k — oo, akkoris u — g Az euklidészi geometridban a

0
parhuzamossagi szog u = 5 barmely z-re, ezért a fenti két eredmény igy értelmezhet: a hiperbolikus sikon ,kicsiben”

(z — 0) kozelitSleg az euklidészi geometria érvényesiil, és az S-rendszer geometriaja kozeledik a 3-rendszeréhez, ha az
S-rendszer allandéja, k — oo.
2. Bolyai Janos ,abszolut szinusz-tétele” (Appendix 258).

Oa  Ob  Oc
sinA  sinB  sinC’

ahol Or az r sugari kor abszolit geometriai keriiletét, A, B, C a hdromsz6g szogeit, a, b, ¢ pedig a szemben Iévé
oldalakat jelentik. Az abszolit trigonometria e tétele Bolyai Janos egyik legszebb eredménye. Kiiléndsen egyszertd
egybefoglalisa egy Y.-beli és egy S-beli tételnek. Az euklidészi geometridban Or = 27r. Ha ezt a fenti Gsszefiiggésbe
helyettesitjiik és 2m-vel egyszeriisitiink, megkapjuk a szinusz-tétel ismert alakjat. A hiperbolikus geometriaban Or =
27k sh %El Ha most ezt helyettesitjiik a fenti képletbe és 2mk-val egyszertsitiink eljutunk a hiperbolikus geometria

szinusz-tételéhez:
sh¢ sh?  shf
sinA  sinB  sinC
Bolyai Janos felfedezésével 10j fejezetet nyitott a tudomény torténetében. Az abszolit geometria mélyrehatdan
befolyasolta a kés6bbi kutatasokat. Egyik alapvets kovetkezménye annak a ténynek a felismerése volt, hogy az euk-
lidészi geometria rendszere nem az egyetlen elképzelheté geometriai rendszer. Nagy szerepet jatszott az Appendix
az axiématikus modszerek kidolgozasaban. A nemeuklidészi geometridval szoros Osszefiiggésben meriilt fel elGszor az
axiomarendszerek fliggetlenségének, ellentmondasmentességének, teljességének a kérdése.
T6bb mint két évezreden at tartott Euklidész geometridjénak kizérdlagos uralma. Aztan a XIX. szazad elején
a tudomanyos élet szinterén megjelent a nemeuklidészi geometria, amelyet harom egymastol igen tavol esé helyen,
egymastol fiiggetleniil és majdnem egyidében fedezett fel Bolyai Janos, Gauss (aki bar tobb tulajdonsagat felismerte
az 0j geometrianak, de semmit sem kozolt) és Lobacsevszkij. Helyesen itélt Bolyai Farkas, amikor fidt eredményeinek

x —x

—e
2

Ut sho = = (a szerk. megj.).



miel6bbi kozzétételére biztatta, mondvan: ... az eszméknek mintegy megvan a maguk korszaka, amikor kilonbozd
helyeken egyiddben fedeztetnek fol, amint tavaszkor az ibolydk mindenitt kikelnek, ahol csak sit a nap”.

Az 0j geometria a kortarsak részérdl csak nehezen talalt megértésre. Ahogyan ismertté kezdett valni, jelentek meg
az ellene intézett tamadasok. A kétkedSk meggydzésében donts szerepet jatszottak a XIX. szdzad méasodik felében
sziiletett, a hiperbolikus geometriat szemléltetd modellek, amelyeket e geometria térképeinek nevezhetiink [G]E

Bolyai Jéanos tisztdban volt az Appendix jelentGségével. Tudta, hogy 1j vilaga majdan kihat egész szemléletiinkre,
befolyésolja az Osszes olyan tudomanyt, amelyekben a tér fogalma, szerkezete szerepet jatszik. Igy ir: ... a teljes
napfogyatkozds pedig ... orokre eltint. Es a szerzében €l az a meggyéz6dés, hogy e tirgy tisztizdsdval o tudomdny
igazi gyarapitdsinaek, az ész mivelésének, és igy az emberi sors lenditésének egyik legfontosabb és leglényegesebb lépése
megtortént”.

A komplex szamok

Bolyai Janos masik nagy jelentGségi munkaja a Responsio. Ebben a dolgozatban Bolyai korat megel$z8 gondola-
tokat vallott a komplex szamok elméletében is. Tomor irdsaban f6képpen a komplex szadmok preciz értelmezésével a
geometridban jatszott fontos szerepére mutat ra.

A Responsioban foglaltakkal azonban nem meriiltek ki Bolyai Janosnak a komplex szamokkal kapcsolatos vizsgé-
latai. Az utobbi évtized kutatéasai kideritették, hogy Gauss-szal egyidében, de téle fiiggetleniil felfedezte a komplex
szamok aritmetikajat is. Igaz, probalkozasair6l nem készitett egy Osszefiiggd dolgozatot, 4m kéziratainak lapjairél
Osszegytjtve a targgyal kapcsolatos foljegyzéseit, megallapithatjuk, hogy a komplex egészek oszthatésdganak minden
alapvet6 problémaéjaval foglalkozott.

A Z[i]: ={a+bi|ab€Z, i=+—1}halmazt, vagyis az olyan a + bi alakt komplex szamok halmazat, ahol a
és b egész szamok, a komplex egészek vagy Gauss-egészek halmazanak nevezziik. Ebben a halmazban is felépithets a
szokasos szamelmeélet megfelelGje, vagyis itt is beszélhetiink az oszthatdsag, a maradékos osztéas, a legnagyobb kozos
oszto, a primek és méas fogalmakroél éppen ugy, mint a raciondlis egészek Z halmazaban.

Ha adott a, g komplex egészekhez talalhato olyan v komplex egész, hogy o = 7, akkor azt mondjuk, hogy «
oszthato p-val, vagy f osztja a-t. Példaul a = 1 + 8i oszthaté 8 = 2 + i-vel, mert létezik a v = 2 4 3¢ komplex egész
gy, hogy 1+ 8 = (2 +4)(2 + 3i). Eszrevessziik, hogy a még oszthaté a +1, —1, +4, —i, —2 — 3i, —2 — i, —3 + 24,
—1+4+2¢, 3 —2i, 1 — 2¢ és természetesen a 2 + 3¢ komplex egészekkel is. Egy ¢ komplex egészet egységnek neveziink,
ha barmely komplex egésznek osztoja (Z-ben +1 és —1 az egységek). Igazolhato, hogy Z[i] egységei: +1, —1, +i, —i.
Ha a 8 € 7Z][i] egységszerese « € Z[i]-nek, akkor -t az o asszocidltjénak mondjuk. Az « komplex egészet dsszetettnek
nevezzik, ha két egységtsl kiilonb6z6 komplex egész szorzata, ezzel szemben ha a 7 (egységtol kiillonb6z6) komplex
egész ilyen szorzotényezGkre vald felbontassal nem rendelkezik, akkor azt komplex primnek nevezzik. Az o = 1 4 8i
Osszetett komplex egész, a m = 1 + 2¢ komplex prim.

Erdekes feladat annak eldontése, hogy pontosan melyek a Z[i] halmaz primelemei. Bolyainak sikeriilt megallapitania,
(persze szigoru bizonyitasok utjan), hogy a komplex primeket a kovetkezs harom osztaly elemei (és ezek asszociéltjai)
alkotjak:

a) 1414,

b) a 4m + 3 alaku racionalis primszamok,

¢) a 4m + 1 alaku raciondlis primszamok komplex tényezsi.

Vizsgaljuk meg részletesebben a fentieket! Kezdjiik mindjart a ¢) ponttal. Mit jelent, hogy a 4m+ 1 alaka racionalis
primszamok komplex tényez6i? Pierre Fermat (1601-1664) tn. karacsonyi tétele (alabb még talalkozunk vele) szerint
minden 4m 4 1 alaka primszam elall két négyzetszam Osszegeként. Igy peéldaul 5 = 414+ 1 = 22 + 1% s ezért

=(2+4+i)(2—1i) = (1+2i)(1 —2i) = ..., ugyantgy 97 = 4-24+ 1 = 9> +4% = (9 + 4i)(9 — 4i) = (4+9i)(4 —9) = .. ..
A ¢) szerint tehéat 2 + ¢, 1 — 24, 9 + 44 stb. komplex primek. Az a)-ban szereplé 1+, 1 —i, —1 4 i, —1 — i-vel egyiitt
ezeket Bolyai Janos tokélyes primeknek nevezi. A b) pontban a 3, 7, 11, ... racionalis primek taldlhatok. Ha ezeket

komplex egészeknek tekintjiik (3 =3+40-4,7="7+0-4,...) akkor nem tudjuk két egységtsl kiilonb6z6 komplex egész
szorzatara bontani, vagyis komplex primek. Léteznek tehat olyan egész szaimok amelyek tigy a Z-ben, mint a Z[i]-ben
is primek. Bolyai ezeket abszolit primeknek nevezte.

Bolyai Janos a szamelmélet tobb alapvets tételének megfeleljét is megoldja a komplex egészek halmazan. Igy
bebizonyitja, hogy érvényes a komplex egészek egyértelm primfelbontasa, foglalkozik a kongruenciak elméletével Z[:]-
ben és mas problémaékkal is, amelyekre itt most nem tériink ki. Még csak azt jegyezziik meg, hogy elméletét sikeresen
alkalmazta tobb szadmelméleti tétel bizonyitasanal.

Szamelmélet

2Ezeknek a modelleknek a léte bizonyitja azt, hogy amennyiben az euklidészi geometria ellentmonddsmentes, akkor a hiperbolikus
geometria is az. Ebb6l kovetkezik, hogy az V. posztulatum valoéban nem vezethets le a geometria t6bbi axiémajabol (a szerk. megj.).



Az eddig megjelent valamennyi Bolyai-monografia szerzGjének véleménye szerint az abszolut geometria megalko-
t0ja a szamelmélet terén nem ért el semmilyen emlitésre mélté eredményt. Kéziratos hagyatékanak lapjai ennek a
véleménynek éppen az ellenkezéjérdl tantskodnak. Bolyai Janost a szamelmélet valosaggal elbtvolte. Igy ir errsl: ,A
szamelméletben az egész tan legfontosabb, legszebb, legérdekesebb, legkecsesebb feladatait taldljuk”. KiilonGsen a prim-
szamokkal kapcsolatos kérdések kototték le a figyelmét. Vélemeénye szerint: Az egész szamtan mezején alig van szebb
és érdekesebb, mint a primszdmok oly mély homdlyban rejld titka™.

Egy olyan eljarast keresett, amelynek segitségével barmely racionalis primszam megfelel§ képlettel kifejezhetd
(amint lattuk a komplex primeket megtaldlta). Egy id6ben a primszamképletet a kis Fermat-tételben vélte felfedezni.
Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha p egy primszam, a egy olyan egész szam, amely nem oszthat6 p-vel, akkor az a?~! —1
kiilonbség oszthatd p-vel. Ezt roviden, kényelmesebben a kongruencidk nyelvén igy irjuk:

(2) a? ' =1 (mod p).

Peldaul 2'2 — 1 = 4095 oszthaté 13-mal, azaz 2'* = 1 (mod 13). Apja Gsztonzésére megprobalta bebizonyitani a
tétel forditottjat vagyis, ha (2) fennall, abbol kovetkezik, hogy p prim. Ha a bizonyitas sikerrel jar, akkor ez a tétel
szolgaltatta volna a primszadmképletet. Bolyai azonban néhany kisérlet utan tobb olyan Osszetett szdmra bukkant,
amelyekre (2) igaz. Azt talalta példaul, hogy

2340 =1 (mod 341),

pedig 341 =11- 31 és

4" =1 (mod 15)

holott 15 =3 - 5.

A kis Fermat tételt kielégitG Osszetett szamokat pszeudoprimszamoknak, alprimeknek nevezziik. Bolyai tehét fel-
fedezett tobb &alprimet akkor, amikor az 6 idejében még csak egy matematikus talalta meg a 341-es szamot. Errél
azonban Bolyai nem tudott. Ezek az érdekes szamok fontos szerephez jutottak a XX. szdzadban, a titkos ilizenetkiil-
dések rejtjelezésében, a kriptografidban [3], [4], [5].

A kis Fermat tételhez fliz6d6 vizsgaldodésai soran jutott el Bolyai Janos a kdvetkezd tétel bizonyitasdhoz: ha p és
q egymastol kiilonbo6z6 primszamok, az a egy olyan egész szam, amely nem oszthaté sem p-vel, sem g-val, és amelyre
a?™!' =1 (mod ¢) és a?"! =1 (mod p) teljesiil, akkor a??~! = 1 (mod pq). Ezzel a tétellel — amely csak most keriilt
el6 a kéziratokbol — tobb mint 40 évvel megelGzte J. H. Jeans (1877-1946) angol matematikust, aki el6szor kozolte azt
nyomtatasban.

Ugyancsak Bolyai Farkas biztatta fidt arra, hogy keresse meg a fent mar emlitett Fermat kardcsonyi tételének
Llegegyszeribb” bizonyitasat. A tételt Fermat fogalmazta meg (1640 kardcsonyan), de csak joval késébb L. Euler (1707—
1783) bizonyitotta be egy hosszi, 55 oldalas dolgozatban. Bolyai Janos — felhasznalva a komplex egészek elméletét —
négy bizonyitast is talalt a tételre. Ezek koziil az egyik kiilonGsen révid és egyszertd. Mindossze két sor. A XX. szazad
matematikusai valosdggal versenyeztek azon, hogy ki tudna minél egyszertibb bizonyitast talalni Fermat tételére.
Ezek a kisérletek Don Zagier 1990-es dolgozataban csticsosodtak ki, amelyben & ,egy mondatban” bizonyitotta be a
tételt [11]. Sokan tgy gondoljak, hogy ez a tételre adhato legszebb bizonyitas, kovetkezésképpen ez ,keriilt be” az Erdds
Pal altal oly sokszor emlegetett Nagy Konyvbe [10]. Véleményiink szerint a Nagy Kényvben nem Zagier, hanem Bolyai
Janos bizonyitésa talalhato.

Erdekes szinfoltja a Bolyai-iratoknak egy bitivis négyzet, amelyet a K6MaL olvasoéi mar régebben megismerhettek
1], 18].

Bolyai még szdmos, kordban Gjnak szamit6 szamelméleti feladattal foglalkozott és ért el figyelemre mélté eredmé-
nyeket. Ezeket most nem részletezziik. Az érdekl6dé olvaso megtalalja a [7], [9] munkakban.

Az algebrai egyenletek megoldhatésagaroél

Az algebrai egyenletekkel kapcsolatban felmeriils legfontosabb feladat megoldésainak (gyokeinek) megkeresése. Va-
lamely algebrai egyenlet algebrai megoldasan egy olyan eljarast értiink, amely az egyenlet gyokeit annak egyiitthatoibol
kizarolag a négy alapmiivelet, a hatvinyozas és pozitiv egész kitevGji gyokvonas véges sokszor valé alkalmazasaval
adja meg. Ezt gy is szoktuk mondani, hogy célunk egy altalanos gyokképlet megadasa. Az elsé- és masodfoku egyen-
letek megoldoképleteit mar a kozépiskolaban megismerjiik. Léteznek megoldasi képletek — igaz joval bonyolultabbak —
a harmad- és negyedfoku egyenletekre is [2]. Ezeket a XVI. szdzadban talaltdk meg olasz matematikusok. Az itali-
ai matematikusok sikerei utan nem létezett egyetlen jelent&s matematikus sem, aki ne probalta volna megoldani az
0t6d- és magasabb foku egyenleteket. Eréfeszitéseik azonban sorra kudarcot vallottak, mégpedig azért, mert ezekre az
egyenletekre altalaban nem létezik megoldoképlet. Erre elGszor Paolo Ruffini (1765-1822) adott bizonyitast 1799-ben,
amely azonban hianyos volt. Végiil 1826-ban hibatlan bizonyitasaval Niels Abel (1802-1829) tisztazta a problémat.

Bolyai Janos nagy szenvedéllyel vizsgalta az algebrai egyenletek megoldhatosaganak kérdését. Feljegyzéseibdl kiol-
vashatjuk, hogy hosszu ideig 6 is az 6todfoku algebrai egyenlet megoldasan faradozott, de késgbb eljutott a Ruffini-Abel
tételig. Marosvasarhelyen a Teleki Tékdban megtalalta Andreas von Ettingshausen (1796-1887) algebra tankonyveét,



amelyben a szerz6 kozli Ruffini hibas bizonyitasat. Bolyai észrevette ezt a hibat, kijavitotta azt, és ezaltal meg-
gy6z6dott, hogy a négynél magasabb foku algebrai egyenletek algebrai uton altaldban nem oldhatok meg. Meg kell
jegyezniink, hogy ez mar Abel dolgozatanak megjelenése utan tortént. Bolyai azonban sem errdl, sem masik kortar-
sa Evariste Galoisnak (1811-1832) az algebrai egyenletek elméletével kapcsolatos munkassagarol nem értesiilt. Am a
matematikatorténet sem tudott arrol, hogy a XIX. szazad kdzepén a magyar matematikanak is volt egy olyan tudoésa,
aki megoldotta az algebra 300 éves problémajat.

Bolyai Janost az abszolit geometria felfedezGjeként tiszteli a vildg. Felismerte az euklidészi parhuzamossagi axi6-
ménak a tobbi axiémétol valo fliggetlenséget, amivel egy kétezeréves fejlédései periddust zart le. Ezért tobb mint egy
évszazadon at Bolyai munkassagat az Appendix-szel azonositottak. Az utobbi évek kutatasai nyoman azonban kideriilt,
hogy a matematika mas agaiban is figyelemre mélto eredményeket ért el. Most, sziiletésének 200. évforduldjan sziiksé-
ges feleleveniteni életutjat, gondolatait, matematikai munkéssagat a legfrissebb kutatasi eredmények felhasznalasaval.
Ezaltal a geometria nagy felfedezdjének egy arnyaltabb, szinesebb, teljesebb portréja rajzolédik ki elGttiink.
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