A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait ugy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremikodésiiket kdszonjiik és eztuton is
gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. Legyen n pozitiv egész szam. Legyen T a sik azon (x,y) pontjainak halmaza, amelyekre x és y nemnegativ egész
szdmok és x +y < n. T minden pontjdt pirosra vagy kékre szinezzik. Ha az (x,y) pont szine piros, akkor T minden
olyan (x',y') pontjanak a szine is piros, amelyre ' < x ésy' <y mindegyike teljesiil. Nevezziik X -halmaznak az olyan
halmazokat, amelyek n olyan kék pontbdl dllnak, amelyek x-koordindtai mind kilonbézdek, és nevezzik Y -halmaznak
az olyan halmazokat, amelyek n olyan kék pontbol dllnak, amelyek y-koordindtdi mind kilonbozdek.

Bizonyitsuk be, hogy az X -halmazok szdma megegyezik az Y -halmazok szdmdaval.

Gerencsér Balazs megoldasa. A T halmaz adott szinezésére jelolje | X | és |Y| az X-halmazok, illetve az Y-halmazok
szamat. | X| értéke nyilvan az adott xz-koordin&taja, a szinezés nyoman kialakuldé haromszog alakd mintazat egyes
yoszlopaiban” 1évé kék pontok szaméanak a szorzata. (Ha egy oszlopban nincs kék pont, akkor a megfelels tényezs és
igy a szorzat értéke is 0, sszhangban azzal, hogy ilyenkor természetesen nem jon létre X-halmaz.) Hasonléan kapjuk
|Y'| értékét az egyes sorokban 1évé kék pontok elemszamanak a szorzataként.
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A balrol legszélsé oszloppal kezdve szdmozzuk most meg a piros pontokat, az egyes oszlopokban alulrdl felfelé
haladva. Ha egyaltalan nincsen piros pont, akkor az dbra szimmetridja miatt nyilvanvaléan teljesiil az allitas. Induljunk
ki tehat az ,azonosan kék” mintazatbol, és szamozasunknak megfelelGen fessiik 4t a megfelelé kék pontokat egyesével
pirosra. Megmutatjuk, hogy |X| és |Y| minden lépésben ugyantugy valtoznak, ebbdl a bizonyitando6 allitas nyilvan
kovetkezik.

Ha a (j;4) koordinataju P pont — ami az i-edik sor és a j-edik oszlop kozos eleme — szinét valtoztatjuk kékrél
pirosra, akkor mivel a szdmozéas szerkezete koveti a piros pontoknak a feltételben megadott elrendezését, a P-t6l balra,
illetve lefelé 1évé valamennyi pont mar piros. P(j;1) atfestésekor | X| csak a j-edik oszlop miatt valtozik. Ebben az

oszlopban Osszesen n + 1 — j pont van, a piros pontok szama (i — 1)-r6l i-re n6, a kékeké pedig ennek megfelelGen
10—

eggyel csokken, (n+2 —j—1i)-r6l (n+1— j—i)-re. Ebben a lépésben tehat | X| értéke %—szeresére valtozik.
n —1—7



Az i-edik sorban ezutén i és j folcserélésével hasonloan kapjuk |Y| értékének a megvéltozasat: a bizonyitando allitas
most mar kovetkezik abbol, hogy a kapott egyiitthaté értéke nem valtozik ennek a cserének a soran.

2. Legyen BC' az O kozépponti I kér eqy dtmérdje. Legyen A a T kér egy olyan pontja, amelyre 0° < AOB< < 120°.
Legyen D a C-t nem tartalmazé AB iv kézéppontja. Az O-n keresztil D A-val parhuzamosan hizott egyenes messe az
AC egyenest a J pontban. OA felezémerdlegesének és I'-nak metszéspontjai legyenek E és F'. Bizonyitsuk be, hogy J
a CEF haromszog beirt kérének a kézéppontja.

Csikvari Péter megoldasa. Legyen BC A<t = a. Mivel a feltétel szerint BC' a kor a&tmérdje és igy a Thalész-tétel
miatt BAC< = 90°, ezért CBA< = 90° — a. Az egyenl6 szari OAB haromszoghben OAB< = 90° — « és igy az egyenld
szara OAC haromszéghen OAC< = OCA< = a.

D felezi az AB ivet, igy a BD iven feleakkora keriileti szog nyugszik, mint az AB-n: BAD< = %. Veégiil mivel
OJ || DA, igy DAO< = AOJ<t = 90° — % (1. dbra)

Tekintsiik most az AOJ haromszog szogeit. AOJ< = 90° — % és OAJ< = «, tehat az AJO< szintén 90° — %, a
haromszog egyenls szara: AO = AJ.

A

1. dbra 2. dbra

A feltétel szerint EF merdlegesen felezi a kor OA = r sugarat, AEOF tehat r oldald rombusz. Igy r = AF =
FO = AO, az utébbi szakaszrol pedig lattuk, hogy AJ-vel egyenls. Masfeldl a fenti rombusz szimmetridja miatt A az
EF iv felez6pontja. Ekkor pedig C'A felezi az EC'F szoget. Megmutatjuk, hogy a fenti két Osszefiiggésbol (AJ = AF,
illetve C' A felezi az ECF szoget) mar kovetkezik az allitas.

Legyen ECF< = v, ekkor, mint lattuk, ACF< = % Igy az AF iven nyugvo AEF< ugyancsak % (2. dbra; a két

abran az EF'C haromszog nem egybevago!). Ha ¢ jeloli az EC iven nyugvo keriileti szoget, akkor EFC< = FAC< = .
Ha most az EFC haromszog harmadik szogét, a CEF szoget e-nal jeloljiik, akkor € + ¢ +v = 180° és FA = AJ

180° — )
miatt ABJ< = 150 —% _ gge —g - ”?7 foy pedig FEJ< = AEJ< — ABFa = (X2} _ £ % Az EJ

2 2
egyenes tehat felezi a CE'F szoget, ezzel pedig két bels6 szbgfelezé metszéspontjaként J valoban az EFC haromszog
beirt korének a kdzéppontja.




A fenti bizonyitas mindaddig érvényes, amig J az AC szakasz bels6 pontja. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha
AOJ<1 < AOC«, vagyis 90° — % < 2(90° — «). Ez pedig éppen az o < 60°, azaz a feltételiil adott AOB< < 120°
esetén teljesiil.

3. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan (m,n) pdrt, ahol m, n egész szimok, amelyekre m,n > 3, amelyekhez létezik
végtelen sok olyan a pozitiv egész szdam, amire

a™+a—1
a”+a? -1

egész szam.

Racz Béla Andras megoldasa. Legyen p(z) = 2™ + 2 — 1 és q(z) = 2" + 2° — 1. El6szor megmutatjuk, hogy ha
egy (m,n) parra teljesiil a feladat feltétele, akkor a nevezs, mint polinom is osztoja a szamlalonak, azaz q(z) | p(x).
Végezziik ehhez el a p(x) és a q(x) polinomok kozott a maradékos osztast, azaz legyen p(z) = h(z)-q(x)+r(x), ahol
a maradék fokszama kisebb, mint az osztéé, degr < degq. Mivel az osztd fGegyiitthatoja 1, ezért mind a hanyados,
mind pedig a maradék egész egyiitthatos polinomok.
A feltétel szerint végtelen sok egész a-ra teljesiil, hogy % = h(a) + % egész szam. Lattuk, hogy az a egész
qla qla
értékeire h(a) egész, igy viszont végtelen sok egész a-ra lesz az r((a)) hanyados értéke is egész szam. A fokszamok
q(a

r(a)

Osszehasonlitasabol kovetkezik, hogy — — 0, ez pedig azt jelenti, hogy ennek a hanyadosnak az értéke végtelen
a

sok egész a-ra 0. Ugyanez ekkor a szamlalora is teljesiil és ha egy polinom végtelen sok helyen veszi fel a 0 értéket,
akkor a polinom azonosan nulla. Az r(z) polinom tehat azonosan nulla, a q(z) polinom tehat valoban osztoja a p(x)
polinomnak.
Ha m < n, akkor nyilvan nem allhat fonn a talalt oszthatosag. Foltehets ezért, hogy m > n. Ekkor a q(z) polinom
az
(z+1)-p(z) - q(z) = 2" (@ +2™7" — 1)

polinomnak is osztéja. Mivel 2™ és ™ + 2% — 1 relativ primek és foltevésiink szerint a masodik tényezd is polinom,
ezért innen kovetkezik, hogy
ZZ?" + ZZ?2 -1 | xm—n-{-l + xm—n 1.

Vezessiik be a k = m — n jelolest. Ekkor k > 0, q(z) = 2" + 22 — 1| 2" + 2% — 1 és nyilvan k +1 > n.
Mivel q(z) folytonos fiiggvény és q(0) < 0 < q(1), azért van olyan 0 < a < 1, hogy q(a) = 0, azaz o™ + o* = 1.
A q(z) | 2" + 2F — 1 oszthatosagot felhasznélva innen o1 4 o = 1 kivetkezik. Igy tehat

(%) a"+at =Mt Lok =1.

Ha k = 1, akkor a masodik egyenlGség semmilyen valds a-ra nem teljesiilhet. Ha k > 2, akkor n > 3 és igy a mar latott
k4 1 > n feltétellel egyiitt azt kapjuk, hogy

k>n—12>2.
Mivel 0 < a < 1, innen a" > oft?! illetve a® > oF kovetkezik. Ez pedig () miatt csak akkor teljesiilhet, ha
a" =aoft ésa® =aoF vagyishan=k+1é 2=~k azazham=>5 és n = 3.

Erre a szampérra mésfelél a® +a — 1 = (a® + a® — 1)(a® — a 4 1). Ha pedig a pozitiv egész, akkor a® + a? — 1 >

5

a’+a—1 .. " , . .

1+1—-1>0, ezért P — =a® — a + 1, ami minden pozitiv egész a-ra egész szam.
a® +a? —



Egyetlen olyan szampar van tehat, amelyre teljesiilnek a feladat feltételei: az (5; 3).

4. Legyen n 1-nél nagyobb egész szam. n dsszes pozitiv osztoja
dl,dz,...,dk, ahol 1=d| <dy <---<dp =n.

Legyen
D =didy + dods + -+ + di_1dg.

(a) Bizonyitsuk be, hogy D < n?.
(b) Hatdrozzuk meg az dsszes olyan n szdmot, amire D osztéja n’-nek.

Kovacs Erika Renata megoldasa. (a) Becsiiljiik feliilr6l a d;d;11 szorzatokat. Mivel di = 1 és d; < d;41, azért
i < d;. Miutén pedig az osztoparokra n = d;d41)—; teljesiil, ha 1 < j <k, igy
n n
< -
digyry—; ~ k+1—7

d; =

Ebbél kovetkezik, hogy

didiss < n - n . n?
ST k) =G+ 1) (k—i+D)(k—1i)

Ha 0sszegezziik ezeket az egyenl6tlenségeket, akkor azt kapjuk, hogy

1 1 1 1
1 D <n? e —— ).
(1) =n <k(k—1)+(k—1)(k—2)+ +3-2+2-1>
. 1 1 1 . ) .. A11. A s
Mivel — - = —— + —, a zardjelben ugynevezett teleszkopikus dsszeg all: értéke
G+1)j  j+1
U I T
k k-1 k-1 k-2 2 2 0k

kisebb, mint 1 és pozitiv. Ebb&l pedig (1) felhasznédlasaval a bizonyitandé allitast kapjuk.
(b) Tegyiik fel, hogy D | n?. Mivel az els6 rész allitisa szerint D = n? nem lehetséges, ezért D valodi osztoja
n?-nek. Legyen az n legkisebb primosztoja p. Ekkor dy = p, tehat osztoparja, d_1 = %A dj—1dy szorzat értéke tehat
p

7’L2 2 2

n n
— és igy persze D > —. Marmost p valasztasa szerint n’ legnagyobb valodi osztéja éppen —, igy ha D | n?, akkor
p p

p

7’L2

D= — =d_1dg!
p

Igy a k érteke 2, tehat p = dy = dj, = n, az n egyenld a legnagyobb primosztéjaval, vagyis maga is prim. Az pedig
nyilvanvalo, hogy ha n tetszéleges primszam, akkor D = n, ami osztéja n?-nek.

5. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan [ fiiggvényt, ami a valds szamok R halmazdt énmagdba képezi és amelyre

(f (@) + f(2))(f(y) + f(t) = flay — 2t) + f(at +yz)

teljestil minden x,y, z,t € R esetén.



Harangi Viktor megoldasa. Helyettesitsiink az egyenletben mind a négy valtozé helyére u-t: azt kapjuk, hogy
minden u valés szamra

(1) Af%(u) = f(0) + f(2u?).
Ha most u = 0, akkor 4f%(0) = f(0) 4+ £(0) = 2£(0). Innen rendezés utan

f0)(2£(0)—1) =0,

1
azaz vagy f(0) = 0 vagy pedig f(0) = 3
Vizsgaljuk elGszor a masodik esetet.
Végezziik el az eredeti fliggvényegyenletben az y =t = 0, z = x helyettesitéseket:

(f (@) + f(2)) - (% + %) = % + %

1
ahonnan 2f(x) = 1, azaz f(z) = o erre a fiiggvényre pedig nyilvinvaléan teljesiil a feladat fiiggvényegyenlete.

Tekintsiik ezutan az f(0) = 0 lehet&séget.
Ha a z és a t valtozok helyére 0-t irunk, akkor a minden valés x, y szdmparra fennallo

(2) f(x) - fly) = flay)
egyenlGséget kapjuk, az f fiiggvény tehat ebben az esetben multiplikativ.
1
Az (1) egyenlet most 4f2(u) = f(2u?) alaku, tehat ha u = 2 akkor
1 1
ahonnan f (§> =0, vagy f (§> =-.

1 1
a2 (=) =f (=
#(3)=s(2)
4
Az els6 esetben (2) felhasznalasaval kapjuk, hogy minden valos z-re

ro)=1(5-20) =1 (3) - 520 =0

az azonosan nulla fiiggvény pedig nyilvan megoldasa az eredeti fiiggvényegyenletnek.

1

1 1
Hatravan még a masodik lehetGség, az f (§> =1 eset vizsgalata (természetesen az f(0) = 0 feltétellel egyiitt).
Ekkor ) ) ) ) )

Z:f<§> =f<§'1> =f<§> 'f(l):Z'f(l)a

vagyis f(1) = 1. (Itt és a tovabbiakban az f multiplikativitasat kiilon hivatkozas nélkiil hasznaljuk.)
A talalt Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy ha u tetszéleges nem nulla valos szam, akkor

1:f(1>:f(u%):f<u>~f(%),



tehat f(u) sem nulla. Igy

3) / (%) -

teljesiil tetszoleges u # 0 valos szdmra. Legyen most az eredeti egyenletben y =t = 1. Ekkor

2f(x) +2f(2) = fle —2) + f(z + 2),

(4) fl@+2) =2[f() + f(2)] = fz - 2).

Az eddig talalt £(0) = 02, f(1) = 12 - valamint (2), (3) és (4) - kell§ 6nbizalmat adhat az eredmény kiterjesztéséhez.
Pozitiv egészekre hasznaljunk indukciot: legyen k& > 1 egész szam és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény a k-nal kisebb
nemnegativ egészeken a behelyettesitett érték négyzetét veszi fel. Lassuk be, hogy ekkor f(k) = k? is igaz. Valoban,
(4) és az indukcios foltevés szerint

F)y=2[f(k = 1)+ f(1)] = flk—2) =2((k = 1)* + 1) — (k — 2)* = k%,

Pozitiv racionalis szdmokra ezutan (2) és (3) alapjan teljesen szokvanyos modon

1(5) =00 (5) = 7= (5)

Negativ szamokra alakitsuk &t (4)-et: irjunk z helyére 0-t: f(z) = 2[f(2)] — f(—%), azaz minden z val6s szadmra

() f(=2)=[(2),

f paros fiiggvény és igy eddigi eredményeink szerint minden z racionalis szamra f(z) = 2?. A megoldas befejezd
részében, amint az varhato, ezt terjesztjiik ki a valos szamok halmazara. Ehhez a talalt algebrai Osszefliggések mellett
hataratmenet meggondolasokra lesz sziikség.

El6szor — egy ,kozbeiktatott 1épéssel” — azt mutatjuk meg, hogy nullatol kiilonbozé értékekre a fliggvény pozitiv.

Ha z > 0, akkor
@) = f(VE-VE) = fA(VE) 2.

Lattuk masfelsl, hogy f(u) = 0 & u = 0 és igy f(z) pozitiv, ha x > 0. Mivel pedig a fiiggvény paros, ebbsl mar
valoban kovetkezik, hogy minden nullatél kiilonbo6zs helyen pozitiv értéket vesz fol.

Most megmutatjuk, hogy a pozitiv szamok halmazan az f fiiggvény szigorian monoton névs. Tekintsiik ehhez
— utoljara — az eredeti egyenletet és legyen ott ¢t =z és z = y.

Azt kapjuk, hogy [f(z) + f(yﬂ2 = f(2* +y?), ahonnan

Fa? 493 = 1) = [f@) + )] = @) - f(2) = () +2f () - F (),

ami pedig hatarozottan pozitiv, ha y nem nulla. Legyenek most 0 < a < b tetsz6leges valdés szamok. Ekkor nyilvan
léteznek olyan x, y valos szamok, amelyekre a = 22, b = 2> +y? és y # 0. A fentiek szerint ekkor f(b) — f(a) > 0,
tehat az f fiiggvény valoban szigortan monoton névé a pozitiv valos szamok halmazan. Igy persze szigortan monoton
fogyo, ha x negativ.

A még hidnyzo irracionalis helyeken a mindeniitt stirtin elhelyezkedd raciondlis szdmokat hasznéljuk fel. Ismeretes,
hogy egy szigorian monoton nové fliggvénynek mindeniitt 1étezik bal-, illetve jobboldali hatarértéke. Ha x tetszéleges
irraciondlis szam, akkor egy-egy x-hez balrdl, illetve jobbrol tarto raciondlis szamokbol 4ll6 sorozaton a fiiggvényértékek
sorozata mindkeét esetben xz2-hez tart, hiszen racionélis szamokra f(u) = u®. Az f bal- és jobboldali hatarértéke tehat
egyarant z°-tel egyenld az a-helyen, igy mivel szigortian monoton, az f itt folytonos és igy f(x) = 2 akkor is fennall,
ha z irracionélis szam.

Az adott fliggvényegyenlet tehat harom fiiggvényre teljesiilhet; ezek:

Mindhérom fliggvény nyilvanvaloan kielégiti az egyenletet.

6. Legyenek I'1, T, ..., '), egységsugari kérok a sikban, ahol n > 3. Jeldlje a kézéppontjaikat rendre O1,0a4, ..., O,,.
Tegyiik fel, hogy nincs olyan egyenes, aminek kettdnél tobb kérrel van kézés pontja. Bizonyitsuk be, hogy

1 (n—1)mw
DR EUENIL:
0,0; 4

1<i<j<n




Csoéka Endre megoldasa. El6szor is jegyezziik meg, hogy egy egyenesnek és I';-nek pontosan akkor van kozos pontja,
ha O; legfeljebb egységnyi tavolsagra van az egyenestSl. A feltétel tehat tgy fogalmazhatd, hogy nincs a sikon olyan
egyenes, amelyik az 01,02, ..., 0, pontok koziil haromtol is legfeljebb egységnyi tavolsagra halad. Ez azt is jelenti,
hogy semelyik harom koézéppont nincs egy egyenesen.

Jeloljiik a sik egy tetszGleges P pontjanak és e egyenesének a tavolsagat d(P;e)-vel. Ha létezne olyan harom
kozéppont, amelyekre d(0;;0;0k) < 2 (i, j, k kiilonboz6k), akkor az O;0;0; haromszdg O;O0y-val parhuzamos

d(Oi; O]Ok)

kozépvonala < 1 tavolsagra lenne a harom kozéppont mindegyikétsl. Lattuk, hogy ezt a feltétel kizarja,

azért barmelyik koézéppont legalabb 2 egységnyi tavolsdgra van barmely két tovabbi kdzépponton dtmens egyenestsl.
Ezen az észrevételen mulik a feladat megoldasa, a tovibbiakban azonban még igen faradsagosan kell ,megdolgoznunk”
azért, hogy az adott formaban kapjuk meg az allitast.

Adott Oy kozéppontra tekintsiik a tovabbi n — 1 kozéppontnak azt a Py, Ps, ..., P,_1 sorrendjét, amelyben egy
az Oy, koriil pozitiv irdnyba forgd egyenes athalad rajtuk. Ez a sorrend egyértelmd, hiszen nincsen harom kollinearis
kozéppont. (Az indexelést mod (n — 1) végezziik.) Legyen még «; az a legkisebb forgéasszog, amellyel az Oy P; egyenest
az Oy, koril pozitiv irdnyban elforgatva az Oy P41 egyenest kapjuk. (1. dbra) Ekkor az «; szogek Osszege nyilvan m,

méstelsl d(Piyj; Ok, P;) > 2 miatt sincy > . A minden pozitiv szdmra fennallo x > sinx egyenlGtlenséget is

O F;

n—1 n—1 n—1 9
W:;ai > ;Slnai> ;m,

felhasznélva kapjuk, hogy

tehét

Ps+1 PS
P
1. dbra 2. abra
= 1
1 T _
( ) 2 Osz Z Ok:Oz
i=1 1<i<n
i£k

Ha Oy, a kozéppontok konvex burkénak 8 kiilsGszogi pontja (2. dbra), akkor jelolje Py és Ps11 a konvex burok O-val
szomszédos csucsait. (Ezek kiilonbozsk, hiszen n > 3.) Ekkor nyilvan S = «as. Az Og-n atmend P, P11 egyenessel



parhuzamos e egyenesre legyenek o1 €s a2 rendre az e és az Oy P illetve az e és az Oy P41 egyenesek altal bezart
szogek koziil azok, amelyek Osszege as. Mivel

2 < d(Og; PsPs11) = d(Ps;e) = d(Ps11;€),

azért
n—1 2
T — Qg2 = Qg1 + Z o; > sinag + Z sin a; > ZOkP
1<i<n—1 1<i<n—1
i#s i#s
n—1
Ugyanezt a becslést a masik koriiljards szerint is elvégezve m — a1 > Z adodik. Adjuk Ossze ezt a két
, kLG
i=1
egyenl6tlenséget:
n—1 4
21 — (asy1 + Qgp2) = 2 — B, > —,
(g1 + as2) B ; Nz
azaz
n—1
T 1
(2) T B
2 4 OkP

Osszegezziik végiil a kozéppontok konvex burkanak belsé pontjaira az (1), a cstcsaira pedig a (2) becslést:
™ B nm 27w (
.- 2= - > 2
ng- X T3 > 5o
konvex burok 1<z<]<n

ahonnan 2-vel osztva éppen a bizonyitandé allitdst — pontosabban annak egy élesebb formajat — kapjuk.



