A magyar mozik nemrég jatszotték az ,Egy csodalatos elme” cimid amerikai jatékfilmet, amely John F. Nash
matematikus életérdl szol, aki Harsanyi Janossal és Reinhard Selten-nel egyiitt 1994-ben elnyerte a kozgazdasagi
Nobel-dijat. A nagy sikerd film azonban nem annyira Nash munkassagéaval, sokkal inkdabb betegségével foglalkozott,
igy kevés dertilt ki arrol, miért is kapott Nash Nobel-dijat. E révid cikkben ezt probaljuk meg néhany egyszerd példan
keresztiil bemutatni.

Nem-kooperativ jatékelmélet

Nash {6 eredményét a nem kooperativ jatékelmeélet teriiletén érte el, amely olyan stratégiai jatékokkal (mas néven:
szitudciokkal) foglalkozik, ahol a jatékosokrol (mas néven: aktorokrdl) feltessziik, hogy nem kotnek megallapodéasokat
egymaéssal, mas szoval az egyes jatékosokat, nem pedig csoportjaikat tessziik a vizsgalat targyava. Feltessziik tovabba,
hogy minden jatékos ismeri a sajat maga és a tobbi jatékos altal valaszthato lehetGségeket (mas néven: stratégidkat),
és az ezekhez a lehetGségekhez tartozo hasznossagokat (mas néven: kifizetéseket). Emellett minden szerepld tudja
mindezt, s6t azt is, hogy ezeknek az informacidknak a tobbi jatékos is birtokdban van.

A jatékokat leggyakrabban tgynevezett normal (egyes irodalmakban: stratégiai) alakban irjak fel, ahol egy tab-
lazatban jelolik azt, hogy az egyes stratégidk valasztadsa mekkora hasznossdgot eredményez az azt valaszto jatékos
szamara. Vegyiik példaul az aldbbi klasszikus kétszemélyes jatékot, melyet &ltalaban fogolydilemma néven emlegetnek:
két betorst, aki egyiitt kovetett el egy rablast elfognak, és kiilon-kiilon (egyidében) vallatni kezdik ket. Mindketts-
jiknek a kovetkez6 alkut ajanljdk: ha azt vallja, hogy a maésik kdvette el a rablast, a méasik bortdnbe keriil, 6 pedig
pénzjutalmat kap. Ha mindketten a mésikra vallanak, akkor mindketten boértonbe keriilnek és pénzjutalmat is kapnak,
mig ha egyikiik sem vall, mindketten szabadon maradnak, de pénzjutalomban nem részesiilnek.

A jatékot az alabbi tablazattal irhatjuk le (a két jatékost nevezziik Sor-nak és Oszlop-nak.):

Oszlop
Nem vall Vall
Sor Nem vall 3000 3000 0 4000
Vall 4000 0 1000 1000

Sor stratégiait (vall, nem vall) a vizszintes sorok, mig Oszlop stratégiait (vall, nem vall) a fligg6leges oszlopok
mutatjak. A tablazatban szerepld két szam koziil az elsé Sor, mig a méasodik Oszlop hasznossagait tartalmazza; ezek
a szamok ugy jottek létre, hogy a szabadon bocsatashoz 3000-et, a pénzjutalomhoz pedig 1000-et rendeltiink hozzé.
A jobb fels6 cellat tehat igy olvashatjuk: ha Sor nem vall, Oszlop viszont vall, akkor Sor szaméra nulla, mig Oszlop
szdmara 4000 egység lesz a jaték hasznossaga.

Mi lehet ennek a jatéknak a megoldasa, vagyis milyen stratégidkat fognak valasztani a jatékosok (akikrdl, ne
felejtsiik, feltettiik, hogy csak a sajat hasznossagukat maximalizaljak)? Els6 latasra azt varnank, hogy mindkettdjiik
szamara az a legjobb valasztas, ha nem vallanak, hiszen igy mindketten szabadok maradnak. Viszont ha Sor tudja,
hogy Oszlop nem vall, akkor 6 jobban jar, ha vall, mivel pénzjutalmat is kap. S6t, akkor is jobban jar, ha Oszlop vall,
hiszen akkor legalabb a pénzjutalmat megkapja.

Ebben a jatékban a ,vall” stratégia dominalja a ,,nem vall” stratégiat, azaz a masik stratégianal nagyobb hasznossag-
hoz vezet — barmit valaszt is a mésik jatékos. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a jaték ,dominéns egyensullyal” rendelkezik,
amelyben mindkét jatékos a masikra vall, bortonbe keriil, és elteszi a pénzjutalmat. Erdemes megjegyezni, hogy ez az
eredmény fiiggetlen attol, hogy milyen pozitiv szamot rendeliink a pénzjutalomhoz, ill. a szabadon bocsatashoz.

Formalisan: Egy kétszemélyes J jatékot adottnak tekintiink, ha adottak a 1, X5 stratégiahalmazok, valamint az
ezeken értelmezett Hi(o1,02), Ha(o1,02) hasznossagfiiggvények, ahol a hasznossagfiiggvény i-edik argumentuma az
i-edik jatékos altal valasztott stratégia (o1 € X1, o9 € Xa).

Ha létezik egy (o7, 05) € X1 x Yo stratégiapar, amelyre

Hi(0},09) > Hi(01,02) & Hx(o1,05) > Ha(o1,02)

barmely o1 € X1, o2 € ¥y stratégiara, akkor azt mondjuk, hogy (o7, 05) domindns egyensily.

A kétszemélyes jatékoknak megemlitjiik néhany specialis osztalyat: ilyenek a zérus dsszegi jdtékok, amelyekben a
jatékosok adott stratégidhoz tartozo hasznossagainak osszege mindig nulla (Hi (01, 02) = —Ha(o1,02)), és a szimmet-
rikus jdatékok, ahol a két jatékos stratégiahalmaza megegyezik, és a forditott stratégiaparok a mésik jatékos szaméra
azonos hasznossagokat eredményeznek (Hi(o1,02) = Ha(02,01)). A fogolydilemma szimmetrikus, de nem zérus 6ssze-
gt jatek.

Nash-egyensiily

A fogolydilemmaéaban volt dominans egyenstly, de a legtobb jatékban nincs. Mit tudunk mondani a jaték kimene-
telérdl ezekben az esetekben?

Vegyiik példaul a kovetkezs jatékot, amelynek angol neve ,battle of sexes” (magyarra talan csaladi vitaként for-
dithatnank): Sor és Oszlop egyiitt jarnak, és szombat esti programjukat tervezik. Sor rockkoncertre szeretne menni,

L Koszonetet mondok sziileimnek és Vdradi Baldzsnak, akik értékes megjegyzéseivel és javaslataival segitették munkamat.



Oszlop viszont otthon szeretne maradni, hogy tanuljon. Egyikiik sem szeretné azonban a masik nélkiil tolteni az es-
tét. Ha a kedvenc id&toltéshez is és az egyiittléthez is 1-et rendeliink hozza, akkor a jatékot az aldbbi tédblazatban
foglalhatjuk Gssze:

Oszlop
Koncert Tanulas
Sor Koncert 2 1)1 1
Tanulas 0 0|1 2

A szimmetrikus, nem zérus 6sszegi jatékban a fogolydilemmahoz hasonloan létezik dominans egyensily: az, amikor
Sor koncertre megy, Oszlop pedig otthon marad. Valtoztassuk meg azonban a jaték feltételeit agy, hogy az egyiittes
programot — barmelyik legyen is az — a ,kedvenc” program elé helyezziik:

Oszlop
Koncert Tanulés
Sor Koncert 2 1 (0 0

Tanulés 0 01 2

Ez a jaték tovabbra is szimmetrikus, és persze nem zérus osszegi. Ha a hasznossagokat alaposan szemiigyre vessziik
lathatjuk, hogy az eddigi esetektdl eltérGen egyik jatékosnak sincs olyan stratégidja, amely jobb lenne a maéasiknal
fliggetleniil attél, hogy mit valaszt a masik jatékos. Ezért egyik stratégia sem dominélja a maésikat, igy dominéns
egyensily sincs.

Mi lesz a megoldas? Ha Oszlop tanulni fog, Sornak is érdemesebb otthon maradnia. Ha viszont Sor otthon marad,
Oszlopnak is érdemes tanulnia. Taldltunk tehat egy olyan pontot, amely stabil: egyik jatékosnak sem érdemes mas
stratégiat valasztania, kilépnie az egyensulyi pontbol. Az ilyen egyensulyt nevezziik Nash-egyensilynak.

Formalisan: ha létezik egy (07,05) € X1 X 2o stratégiapar, amelyre

Hi(o7,03) > Hi(o1,03)

béarmely o € ¥y stratégiara, és
Hy(07,03) > Hz(07,002)
barmely oy € X9 stratégiara, akkor (o7, 03) Nash-egyensly.
Az egyensulyt nemcsak kétszemélyes, hanem n-személyes jatékokra is definidlhatjuk. Hasonléan a korabbiakhoz egy

n-személyes J jatékot adottnak tekintiink, ha adottak a Xq,...,%;, ..., X, stratégiahalmazok (i = 1,...,n), valamint
az ezeken értelmezett Hyi(o1,...,04),...,Hi(o1,...,004),...,Hp(01,...,0n) hasznossagfiggvények (o; € 3;).

Ha létezik (o7, ..., o)) stratégiapont, amely mellett minden ¢ = 1,. .., n szereplére igaz az, hogy H;(o7,...,07,...,,00) >
Hi(oy,...,0;_1,04,0;41,...,0,) barmely o; € ¥; stratégiara, a pontot Nash-egyensulynak nevezziik.

Mig a dominans egyenstllyal az volt a probléma, hogy a legtobb jatékban nem létezik, a Nash-egyensuly esetén
az is gond, hogy nem feltétleniil egyértelmd. A fenti jatékban ugyanis konnyen mutathatunk még egy ilyen pontot: ha
mindkét jatékos koncertre megy.

Kevert stratégiak

A fenti jatékokat tovabb lehet béviteni az ugynevezett kevert stratégiak bevezetésével, amelyek az egyes jatékosok

stratégiahalmazait bévitik a stratégiak p, eloszlasvektorokkal ,stlyozott” valtozataival (Z p{ =1, pg > 0, ahol S;
j=1

az i-edik jatékos stratégidinak szama a bovités el6tt). Mivel bovitettiik a stratégidk halmazat, az azon értelmezett

kifizetésfiiggvények halmazat is béviteniink kell: a kevert stratégidkhoz tartozo kifizetések a kifizetésfiiggvény eredeti

értékeinek a p; eloszlasvektorral silyozott varhatd értékei lesznek.

A két stratégias esetben tehat az egyik jatékosnak egy kevert stratégidja az, ha p valoszintséggel az egyik, (1 — p)
valoszintiséggel pedig a masik stratégiat valasztja. A gyakorlatban ez példaul azt jelentheti, hogy ha egy adott jatékot
egy pillanatban t6bbszor is lejatszanak, p gyakorisidggal az egyiket, mig (1 — p) gyakorisdggal a méasikat valasztja a
jatékos. Az eddig targyalt stratégidkat (amelyek esetén p = 1) ezentul tiszta stratégidknak nevezziik.

Vegyiik példaul a pénzfeldobods jatékot, ahol a két jatékos egyszerre dob fel egy-egy pénzérmét és megéllapodnak,
hogy ha azonos oldalra esnek az egyikiik nyer, ellenkezs esetben viszont a masik. Ezt a jatékot az alabbi tablazattal
jellemezhetjiik (Sor nyer, ha azonosak az oldalak):

Oszlop
Fej Iras
Sor Fej 1 -1| -1 1
Iras —1 1|1 —1

A fenti jaték zérus Osszegi. Akarcsak a csaladi vitdnak, a pénzfeldobds jatéknak sincs dominéns egyensulya. SG6t,
a tiszta stratégiak halmazan még Nash-egyenstulya sincs — ezt kdnnyen ellenérizhetjiik a négy eset végiggondolasaval:
valamelyik jatékosnak mindig érdemes stratégiat valtania, ha feltételezi, hogy a masik jatékos nem valt stratégiat.
Stratégiat valtani” itt persze annyit jelent, hogy a masik oldalara esik az érme.



1
A p = - kevert stratégia azonban mindkét jatékos szamara Nash-egyensiily, hiszen ennek a stratégianak a kifizetése

a masik jatékos barmilyen valasztasa esetén nulla — igy ez a stratégia a kolcsonosen legjobb valasztas mindkett&jiik
szamara.

Nash tobbek kozott bebizonyitotta, hogy ha véges szamu jatékost és véges szamu tiszta stratégiat feltételeziink,
akkor létezik Nash-egyenstly a jatékban. Az egyensulyban azonban lehet, hogy kevert stratégiat jatszanak a jatékosok
— el6bbi példankban is ez volt a helyzet.

Egy érdekes alkalmazas

Nemrég ,Gesztiméter” cimmel egy televizios vetélked6t lathattunk az egyik kereskedelmi televizion, amelynek cime
misorvezet§jének, Geszti Péternek nevére utalt (a jaték internetes oldala még elérhets a www . gesztimeter .hu cimen).
A jatékban olyan kérdéseket tettek fel, melyekre kétféle valaszt lehetett adni (példaul: ki irta az Aida cimd operat:
Verdi vagy Puccini?). A jatékosoknak azonban nem azt kellett kitalalni, hogy melyik a helyes valasz, hanem kétféle
jaték volt: az egyikben azok nyertek, akik arra tippeltek, amit tobben valasztottak, a masikban viszont azok, akik arra
tippeltek, amit kevesebben valasztottak. (A jatékosok szama paratlan volt, ezért dontetlen nem alakulhatott ki.)

Most és a kovetkezSkben feltessziik, hogy minden jatékos tudja, hogy az Aida-t Verdi irta. Mi lehet az egyenstlyi
stratégia az egyes esetekben? Irjuk fel elgszor a tobbségi jatékot harom jatékosra. Szokasos felirasunkat most nem
alkalmazhatjuk, ezért felsoroljuk az Osszes esetet, és ahhoz rendeljiik a hasznossagokat (J1, J2, J3 jeloli a harom

J1 J2 J3 H1 H2 H3
Verdi Verdi Verdi 1 1 1
Verdi Verdi Puccini 1 1 0
Verdi Puccini Verdi 1 0 1
Verdi Puccini Puccini 0 1 1
Puccini Verdi Verdi 0 1 1
Puccini Verdi Puccini 1 0 1
Puccini Puccini Verdi 1 1 0
Puccini Puccini Puccini 1 1 1

Megallapithatjuk, hogy nincs dominans stratégia. Nash-egyensuly azonban kettd is van a tiszta stratégidk halmazéan:
ha mindharman Verdi-t, vagy ha mindhédrman Puccini-t valasztanak. Ellendrizziik elGszor a varatlan Puccini valasztast:
ha barmely két jatékos Puccini-t valaszt, a harmadiknak nem érdemes Verdi-t valasztania, hiszen kisebbségbe keriil.
Ugyanez igaz a jobban vart harom Verdire is — ha barmely két jatékos Verdi-t valaszt, a harmadiknak nem érdemes
Puccinit valasztania, hiszen kisebbségbe keriil.

Matematikai problémakra nem mindig jellemzd az, hogy a megoldés helyességét a valosagban is ellenérizhetjiik —
itt a televizios jaték miatt lehetdséget kaptunk erre. A jatékok soran szinte mindig az az egyensulyi pont alakult ki,
ahol mindenki az igaz valaszt tippelte (esetiinkben a harom Verdi). A jatékosok szaméra a két egyensulyi pont kozotti
valasztasban mégis szerepet jatszott az is, hogy mi a valasz a kérdésre (eddig ezt az informéciot nem hasznaltuk).

Mi a helyzet a forditott jaték esetében, ahol a kisebbséghez tartozok nyertek? Esetiikben is felirjuk az egyes
stratégiahdrmasokhoz tartozé hasznossagokat:

J1 J2 J3 H1 H2 H3
Verdi Verdi Verdi 0 0 0
Verdi Verdi Puccini 0 0 1
Verdi Puccini Verdi 0 1 0
Verdi Puccini Puccini 1 0 0
Puccini Verdi Verdi 1 0 0
Puccini Verdi Puccini 0 1 0
Puccini Puccini Verdi 0 0 1
Puccini Puccini Puccini 0 0 0

Ebben a jatékban sincs dominans egyensuly. Viszont hat Nash-egyensuly is van: amelyben ketten az egyikre,
egy valaki pedig a masikra tippel. A kisebbségre tippelének nyilvan nem érdemes masra tippelnie, hiszen nyertesbdl
vesztessé valna. A tobbséghez tartozo tippeld pedig hidba all at a kisebbséghez, azt tobbséggeé valtoztatja, ezért ismét
csak nem tud gy6ztessé valni.

A televizios jatékok soran ez az eredmény be is kovetkezett: a kérdéstdl fliggetleniil szinte mindig kozel fele-fele
ardnyban voltak az egyik és a masik valaszra tippeldk.

Ha a problémét altalanositjuk, és a jatékosok szamat 2k + 1-re noveljiik, a tobbségi jatékban tovabbra is két Nash-
egyenstly marad, amikor mindenki ugyanarra tippel. A kisebbségi jatékban minden olyan eset Nash—eggfensfﬂy), ahol k

2k +1)!

jatékos az egyikre, k + 1 jatékos pedig a masik valaszra tippel, azaz az egyensulyok szama igen nagy, m

Ajanlott irodalom
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