Bolyai Janos a magyar tudoméany legnagyobb alakja, sokan azt tartjik, ¢ a geometria Kopernikusza. Az 1831-ben
megjelent huszonhat oldalas, réviden Appendix cimmel emlegetett mivében (mely atyja, Bolyai Farkas kétkotetes
monumentalis osszefoglaldo munkaja, a Tentamen els6 kotete fiiggelékeként jelent meg) korszakalkotd eredményt ért
el, létrehozta az un. nemeuklideszi geometriat. Bolyai megtorte az euklideszi geometria egyeduralmat, felszabaditotta
az utat az emberi gondolkodas el6tt a tér mésként valo felfogasa szaméara. Egyben utat nyitott a huszadik szazad
fizikai elméletei el6tt, melyek vilagképiinket gyokeresen megvaltoztattak. Bolyai a matematikatorténet egészét jelen-
t6s mértékben alakitotta az axiomatikus gondolkodas terén elért eredményei révén. Elmondhatjuk, hogy a modern
matematika tizenkilencedik és huszadik szadzadban bekovetkezett fejlédése nagymeértékben koszénheté Bolyai Janos
munkassaganak. Mivének jelentGségét azonban csak halala utan ismerték el, akkor sem ellenallas nélkiil. Eletében
nem értették meg zseniilis gondolatait, melyek mar huszonegy éves kordban megérlelédtek benne. Ezeket az ifjusag
bator forradalmisagaval kifejtette, kozreadta, nem félve a tudoményos vilag birdlatatol. Ebben persze nagyfoka naivi-
tas is volt, mert azt hitte, hogy a nagy felfedezések, mint az 6vé, altaldban elnyerik az elismerést, a felfedez6k pedig
a személyes dicsGséget. Aki viszont megértette Bolyai gondolatait, nevezetesen Gauss, a ,matematikusok fejedelme”,
méltatlanul viselkedett Bolyai Janossal szemben, amikor 1832-ben az Appendixrsl véleményt nyilvanitott. Azt irta
Bolyai Farkasnak, hogy Janos miivét nem dicsérheti, mert ez azt jelentené, hogy sajat magat dicséri. Ugyanis az ab-
ban foglalt eredmények, és az ut, melyen jarva ezek megsziilettek, szinte sz szerint megegyezik harminc, harmincot
éves meditacidjaval. Gauss 1855-ben bekovetkezett halala utan hagyatékat feldolgoztak, és emlitett allitdsdnak irasos
bizonyitékat nem talaltak. Gauss késGbbi magatartasa is kifogasolhatd. Amikor tudomast szerzett arrél, hogy az orosz
Lobacsevszkij is felfedezte lényegében ugyanazt, mint Bolyai Janos — az elébbit 1842-ben megvalaszttatta a Gottin-
geni Kiralyi Tarsasag kiilfoldi levelez6 tagjanak — nem tajékoztatta 6t arrdl, hogy van még valaki més is, aki hasonlo
eredményeket ért el.

Hosszu ideig tartotta magat az a vélekedés, hogy Bolyai Janos az 1833-ban bekdvetkezett nyugdijaztatdsa utan
ugyan irt még egyet-mast, kozottiik egy lényegeset is a komplex szdmok megalapozasat illetGen, de az elismerés
hidnya depressziossé tette és lényegében a matematikai alkoté munkatol is visszavonult. Kiss Elemér marosvasarhelyi
professzor volt az, aki erre racafolt, miutan egy évtizedes munkéval a hatrahagyott Bolyai kéziratokat atbongészte és
azokban jelentds, a kéziratok keletkezésekor 1j ,matematikai kincseket” talalt.

Hisz évvel ezel6tt a hires princetoni matematikus, John Milnor tollabdl megjelent egy cikk: ,,Hyperbolic geometry:
the first 150 years”. Ebben azt irja, hogy a nemeuklideszi geometria az elsé negyven évében bizonytalan allapotban volt.
Kés6bb integralédott a matematika tekintélyesebb agaiba, Gaussnak a gorbiilt feliiletekre és Riemannak a magasabb
dimenzids gorbiilt sokasagokra adott elmélete révén. Bar igaz, amit Milnor ir, a valésag ennél sokkal bonyolultabb.

A feliiletek és a magasabb dimenzios sokasagok gorbiiletének és geometridjanak az elmélete nem vezetett ki a mate-
matikabol, legalabbis nem lényegesen. A feliiletek gorbiiletének az értelmezése és tulajdonsagainak a vizsgélata minden
tovabbi nélkiil elhelyezheté volt a matematika meglévs rendszerébe. Riemann gorbiilt sokasagaival, illetve geometrié-
javal més a helyzet. Ebben az elméletben a geometria egy altalanos szemléletmédja jelent meg, amde negyedszazaddal
Bolyai és Lobacsevszkij felfedezése utan. Riemann ezt az elméletet magantanari habilitacios el6adasaban ismertette
1854-ben. Ekkorra méar kezdett vilagossa valni, ami Bolyai és Lobacsevszkij publikaciéi idejében még nem volt az,
hogy ti. a geometria és a valosag lehet kiilonb6z6, hogy a geometria felfoghato az absztrakt elméletek egy osztalyanak,
nem mondva le az alkalmazas igényérdl, mert 6nkényesen is értelmezhetd struktirai ugyanolyan médon vizsgalhatok,
mint pl. a fliggvények, vagy mas matematikai objektumok. A mii egyébként Riemann haldla utan, 1868-ban jelent meg
nyomtatasban.

Bolyai Janosig a geometria a koriilottiink lévs valésadgot irta le, attol elvalaszthatatlan volt. Pont, egyenes, sik az
volt, amit a szemléletiink nagy erével rank kényszerit. Ne feledjiik, Euklidész axiomai csak a rend kedvéért sziilettek,
hogy a fogalmak, allitdsok zlrzavaraban el tudjunk igazodni, és tisztazzuk, mi az, ami nyilvanval6, és mi szorul
bizonyitésra. A nyilvanval6 allitasok, axiomék pedig a lehets legkevesebben legyenek, ne tekintsiink axiémanak olyan
allitast, mely a tobbibdl levezethets.

Bolyai Jéanos felfedezése el6tt a matematikusok azt vartak, hogy jon egy zseni, aki a tobbi axiémaéara tamaszkodva
ragyogo bizonyitast ad az V. posztulatumra. Hiszen még a kozvetlen el6dok, Saccheri és Lambert is csak azért tételezték
fel az V. posztulatum nem igaz voltat, hogy indirekt bizonyitast alkalmazva, ellentmondasra jussanak. A vilag ugyanis
euklideszi. Ezt nem igy mondtak, de igy gondoltédk. A kor legnagyobb filoz6fusatol, Immanuel Kanttol kezdve az utca
emberéig ez volt a meggy6zddés. Ma mar tudjuk, hogy a relativitaselmélet mast tanit és kisérleti bizonyitékok is szélnak
mellette, de ezt is csak a midveltebbek tudjak. Napi életiink, tevékenységiink az euklideszi geometridra tdmaszkodik.
A gyerek, amikor fiizetét megvonalazza, a foldmérs, amikor kiméri telkiinket, nem kell, hogy azzal tér6djon, vajon
htizhaté-e t6bb parhuzamos adott egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at.

Bolyai a geometriat az absztrakt elméletek vilagaba helyezte at. Megmutatta, hogy logikailag egynél tobb geometria
is lehetséges. Ahogy 1823. november 3-4n Temesvarrol apjanak irta: ,a semmibdl egy ujj, mas vilagot teremtettem”.
Egy elgondolt vildgot, természetesen.

Az 1823. november 3-i levél utan Bolyai német nyelven leirta eredményeit és a dolgozatot 1826-ban odaadta
egykori bécsi tanaranak, akkori aradi eloljar6janak, Johann Wolter von Eckwehrnek. A kézirat azonban elveszett. Apja
buzditasara mivét latin nyelven is megirta, amely azutan Bolyai Farkas Tentamen cimi kétkotetes monumentalis miive
els6 kotete Appendixeként jelent meg. Teljes cime: Appendix, Scientiam Spatii absolute veram exhibiens; a veritate
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aut falsitate Awxiomatis XI. Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum falsitatis
quadratura circuli geometrica. Magyarul: Appendix, A Tér abszolut igaz Tudomanya, a XI. Euklidész-féle axidéma
(a priori soha el nem donthets) helyes, vagy téves voltatol fiiggetlen targyalasban; annak téves volta esetére a kor
geometriai négyszogesitésével.

Bolyai Janos nem kisérletezett azzal, hogy miivét a kor vezeté matematikai folyoiratai valamelyikében publikalja.
Ehhez ugyan apjanak Gauss segitségével meglett volna a kapcsolata, de a gondolat nem meriilt fel. Taldn Janos
szerencséjére, mert, mint tudjuk, Gauss az 1831-ben neki megkiildott Appendixszel kapcsolatban levelet irt Farkasnak,
mely Janosra lestjtd hatassal volt. Az Appendixben foglalt eredményekrsl ugyan elismeréssel nyilatkozott, de azt is
irta, hogy ezekre mar 6 is rajott.

Az Appendix sok magyar és idegen nyelvd kiadasban megjelent. Angolra a texasi George Bruce Halsted forditotta
1891-ben, mely a fordité elGszavaval Bonola eredetileg olasz nyelven irt konyvének angol forditasaban (1911) is meg-
jelent. Az Appendix eredeti valtozata (cimlapot stb. nem szamitva) huszonnégy oldalas mii. Err6l Halsted professzor
elgszavaban azt irja, hogy ,ez a huszonnégy oldal a legrendkiviilibb két tucat oldal a gondolkodéas torténetében”. Nos,
ne csak dicsérjiikk Bolyai Jénost, hanem ismerkedjiink is meg az Appendix néhéany jellegzetes eredményével.

Emlitettiik, hogy Bolyai még Euklidész axiomarendszerén beliil gondolkodott, a teljesebb, Hilbert-féle axiomarend-
szer csak 1899-ben latott napvilagot. Ami azonban Bolyainak az Appendixben alkalmazott levezetéseit és altalaban
modszertanat illeti, e tekintetben felhasznalta az elmult szdzadok nagy djitasait, mindenekel6tt Descartes analitikus
geometridjat, tovibba Newton és Leibniz differenciél- és integralszamitasat. Az elbbi bizonyos értelemben az egzakt-
sag egy 1j, magasabb szintjét is jelentette, nem csupan azt, hogy algebrai eszkdzokkel is lehetségessé valt geometriai
problémak megoldasa.

Euklidész V. posztulatumat a kovetkez6 modon lehet megfogalmazni: ha a sikon adott egy [ egyenes és egy rajta
kiviil fekvé P pont, akkor egy és csakis egy olyan egyenes van, amely tartalmazza a P pontot és parhuzamos az [
egyenessel. Ezt az ekvivalens megfogalmazast Playfair (1748-1819) adta meg.

Bolyai el@szor, elvetve az V. posztulatumot (mely néla a XI. axiéma nevet viseli), értelmezi a parhuzamossagot.
Tekintsiink egy [ egyenest és egy rajta kiviil fekvé P pontot. Ha a P pontbdl kiindulva egy félegyenest hiizunk, amely
metszi az [ egyenest az egyik irdnyban, majd a metszéspontot fokozatosan kitoljuk a végtelenbe, akkor lesz egy olyan
hatareset, amikor a félegyenes mar nem metszi l-et (1. dbra). Ugyanezt a masik irdnyba menve is megtehetjiik. A hatér-
helyzet félegyeneseket hosszabbitsuk meg a masik irdnyba is, kapunk két olyan egyenest, melyek parhuzamosak [-lel.
Ha a két egyenes kiilonbozik, akkor kézottiik végtelen sok egyenes helyezkedik el, melyeket szintén parhuzamosaknak
nevezhetiink, ezek azonban a hataregyenesektdl eltérd tulajdonsaggal rendelkeznek. Az ennek az esetnek megfelels
geometriat hiperbolikus geometridnak nevezziik.

1. dbra. Elpattan6 egyenesek

Ezen a ponton megjegyezziik, hogy Bolyai egyenesei nem feltétleniil ,,egyenesek” a kdznapi értelemben, a szemléltetd
abrakon mégis koznapi értelemben vett egyeneseket rajzolunk. A Bolyai-Lobacsevszkij geometria ,egyenesei” félkorok
vagy mas geometriai objektumok is lehetnek.

Bolyai kiépitette az V. posztulatumtol fliggetlen abszolit geometridt. Az alabbi tétel az abszolut sikgeometria
korébe tartozik. Ha a P pont az [ egyenestdl d tavolsagra van, és a P pontbdl az [ egyenesre bocsatott meréleges és a
hatarhelyzet parhuzamos altal bezart sz6g «, akkor érvényes Bolyai formulaja:

tg S = ef

ctg 5 = ek.
Az ebben a formulaban szereplsé k alland6 univerzilis fiiggetlen attol, hogy mely [ egyenest és P pontot vessziik.
Ugyanez a k fordul el6 mas geometriai mérdszamok képletében is Bolyai geometridjaban.

Bolyai kiépitette a hiperbolikus trigonometriat, és alkalmazta a felszin és a kobtartalom meghatarozasara. Ez utobbi
rendkiviil érdekes. Pl. az r sugard kor keriilete a hiperbolikus geometridban az alabbi értékkel egyenls:

wk (e% - e_%) = 27k sh %,

ahol k a mar ismert, az egész térre nézve univerzalis dllandé. Ezt késébbi matematikai mitivekben a tér gorbiiletének
reciprokival fogjak azonositani. Ha k — oo, akkor a fenti formula hatareseteként 2rm adodik, ami a kor keriiletének
jol ismert képlete az euklideszi geometridban.

Bolyai Janos egyik legszebb, az abszolut geometridban érvényes tétele a kdvetkezs: Egy haromszog szogeinek
szinuszai Ugy aranylanak egymashoz, mint azoknak a korcknek a keriiletei, amelyeknek sugarai rendre megegyeznek a



szemben 1évG oldalakkal. Ha a szdgeket A, B, C; a szemben 1év6 oldalakat a, b, ¢; az r sugaru kor keriiletét Or jeloli,
akkor tehat Bolyai tétele a
Oa:0b:0c=sinA:sin B :sinC

formuléaval fejezhets ki. Az euklideszi geometridban Or = 271, a fenti formula tehédt az ismert a : b:c=sin A : sin B :
sin C alakot 6lti. A hiperbolikus geometria esetében viszont

r
Or = 27k sh —
r wsk,

amibdl kovetkezik, hogy
b

sh% : ShE : sh% =sinA :sin B :sinC.

Tekintsiink most két parhuzamos egyenest: a, b, és vegyiink fel mindegyiken egy pontot: A, B. Az egyeneseknek
irdnya is van, amint korabban emlitettiik, ezeket jeloljek M, N (2. dbra). Tételezziik fel, hogy az M AB sz6g egyenld az
N BA szoggel. Ekkor az A és B pontokat izogondlis korreszpondald, vagy réviden korreszpondalé pontoknak nevezziik
(ez Gauss elnevezése), és a tényt az A = B relacioval juttatjuk kifejezésre (Bolyai Janos jelolése). Ez a relacio fiiggetlen
az V. posztuldtumtol, az abszolit geometria korébe tartozik, és rendelkezik a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
tulajdonsagokkal: A = A; ha A = B, akkor B = A; ha A= B és B = (C, akkor A = C.

B a N

M

A b
2. abra. Korreszpondald pontok

Ha egy relaci6 rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal, akkor azt ekvivalencia relaciénak nevezziik. Ismeretes, hogy
egy tetsz6leges halmazon beliil egy, az elemekre vonatkozé ekvivalencia relaci6 megvalosit egy paronként kozos elem
nélkiili részhalmazokra torténd felosztast. Ezeket ekvivalencia osztalyoknak nevezziik.

Marmost az izogonalis korreszpondencia relaci6 altal létesitett mindegyik ekvivalencia osztaly egy sikbeli ponthal-
maz, melyen belill — amint Bolyai ezt kimutatja — az euklideszi geometria érvényes. Ezeket horociklusoknak nevezziik.

Hasonl6an értelmezhets a horoszféra fogalma. A horoszféran beliill szintén az euklideszi geometria érvényes. A ho-
rociklus, horoszféra végtelen sugara kornek, ill. gombnek tekinthetd.

Ha egy haromszog szogei a, 5, 7y, akkor az euklideszi geometridban o + 8 + v = m, a hiperbolikus geometridban
azonban a+f+v < 7. A két szam 7m— (a+[F+y) kiilonbségét a haromszog defektusanak nevezziik. Bolyai bebizonyitotta,
hogy a haromszog A teriilete egyenls az alabbi mennyiséggel:

A:k2(7r—(a+ﬁ+7)),

ahol k a méar ismert univerzalis allando6. Ezt a formulat Lambert is ismerte, Bolyai viszont szabatosan be is bizonyitotta.
Bolyai egy tovabbi érdekes tétele a kovetkezs: egy derékszogi haromszog a, b befogoira és ¢ atfogdjara (a szog az
segyenesek” metszéspontjaban talalhato szoget jelenti) érvényes az alabbi formula:

c a b
ch w = ch . ch =
Ha k — oo, akkor hataresetként a ¢? = a? + b* formulat kapjuk, ami Pitagorasz tétele.

Bolyai Farkas a Tentamenben néhény oldalon megjegyzéseket fiizott az Appendixhez. Ezek kozott részletesebb
levezetést ad a fenti hatarértékrelaciora.

Végiil megemlitjiik, hogy Bolyai az Appendixben foglalkozik a hiperbolikus geometridn beliili szerkesztésekkel is.

Bolyai Janos egyéb matematikai munkassagarol Stiackel Pal (1914), David Lajos (1979), Bolyai Janos (szerk. Kar-
teszi Ferenc 1977), Weszely Tibor (1981) és Kiss Elemér (1999) ad jo attekintést. Hatasarol a geometria fejlsdésére
Varga Otto (1953) cikke tartalmaz fontos informaciét. Milnor (1982) mar emlitett cikke az utolso Gsszefoglalé mi a
hiperbolikus geometria terén elért eredményekrél. Bolyai Janos nem matematikai jellegd irdsainak kiadasa és értékelése
folyamatban van.

A nemeuklideszi geometria méasik nagy felfedezGje az orosz Lobacsevszkij (1793-1856). Bolyai és Lobacsevszkij
munkaja kozott a kiilonbség réviden gy fogalmazhaté meg, hogy Bolyai kiépitette az abszolut geometriat is, Loba-
csevszkij viszont részletesebben dolgozta ki a hiperbolikus trigonometriat. Nem sok értelme van a kettejiik kdzotti
prioritasi vitdnak. Hogy mégis lassunk valamit e tekintetben, megemlitjiik a kovetkezoket.

Lobacsevszkij elsg, a nemeuklideszi geometriarol szol6é publikicioi 1829-1830-ban jelentek meg orosz nyelven a Ka-
zanyi Hirmondoban. Bolyai Appendixe kiilonnyomatként 1831-ben jelent meg, az egész Tentamen imprimattrajanak
éve azonban 1829. Bolyairdl tudjuk, hogy 1823-ban mér nagy vonalakban felépitette geometridjat és 1826-ban mi-
vének német nyelvd valtozata el is késziilt. Minthogy az utobbi elveszett, az el6bbi pedig csak levélbeli bejelentése



a felfedezésnek, nem &allnak rendelkezésre az Appendix megjelenéséhez képest korabbi keletd dokumentumok Bolyai
felfedezését illetGen. Masfel6l Lobacsevszkijjel kapcsolatban is lehet hivatkozni arra, hogy 1826-ban tartott egy témaba
vago elGadast a kazanyi egyetemen. Ha viszont ennek cimét tiizetesen megnézziik, akkor lathatjuk, hogy az eladd
ekkor még az V. posztulatumot szandékozik bizonyitani (Kiss Elemeér, 1999).

T6bb szerz6 szerint a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria a kantianus térszemlélet birdlatat, egyesek szerint cafo-
latat is eredményezte. Azzal érvelnek, hogy ha tudatunkban egyarant megfér egymaéssal az euklideszi és a hiperbolikus
geometria, akkor nem lehetséges az, hogy a térrél a priori fogalmunk legyen, az objektumokrol szerzett tapasztalattol
fiiggetleniil.

Az kétségtelen, hogy az euklideszi geometria abszolutizalasa a kantianus filozofidban vakvagénynak bizonyult, nem
annyira a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria, hanem a huszadik szazadi fizikai eredmények miatt. Kantnak az a
nézete azonban, hogy a tér euklideszi, kiilonvalaszthaté a térre vonatkozé egyéb nézeteit6l, melyek arnyaltabbak és
kiilonbozsk attol, ami a fenti ellenvetésbdl kiolvashaté. Kant nem tagadta, hogy a térrsl tobb absztrakt matematikai
elmeélet is megfogalmazhato.

Mindamellett Gauss, Bolyai és Lobacsevszkij koraban a kantidnus filozéfia az euklideszi geometria szilard tamoga-
tojanak szamitott. Ha Gauss félt a beociaiak tamadasatol (akiket az athéniek élvhajhasz, buta embereknek tartottak),
hogy eredményeit kozzétegye, nem félt ettSl sem Bolyai, sem Lobacsevszkij. Mindketten forradalméarok voltak, tudo-
manyos meggydzddésiiket batran tartak a vilag elé.
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