A haromszogeket fizikai értelemben (a tomegeloszlasuk kiilonbozGsége alapjan) harom csoportra oszthatjuk. Null-
dimenzids hdromszognek nevezhetjiik azokat, amelyeket harom — nem egy egyenesbe esé — pontszerd, véges tomeggel
rendelkezé test jelol ki. Az egydimenzids haromszoget harom vékony, de témeggel rendelkezd (homogén tomegeloszlasi)
rud alkotja. Végil kétdimenzids haromszognek a vékony, de tomeggel rendelkezs, (homogén tomegeloszlast) harom-
szOg alakd lemezt nevezhetjiik. Barmelyik tipusi haromszoget tekintjiik is, ha az a Fold felszinén helyezkedik el és a
mérete a Fold sugardhoz képest kicsi, akkor a silypontja azonosnak tekinthets a tomegkozéppontjaval.

A geometridban egy haromszog sulypontja minden esetben a harom sulyvonalanak metszéspontja. Fizikai értelem-
ben a silypont mér nem ilyen egyértelmd: helye fiigg att6l, hogy hany ,dimenzi6és” haromszogrél van szo.

A nulldimenziés haromszog stulypontjanak helye tgy hatarozhaté meg, hogy elGszor két témegpont stulypontjat
keressiilk meg (ez a két pontot Osszekots egyenest a tomegekkel forditott ardnyban osztja két részre); ezutan ebbe a
pontba képzelve a két pont tomegének Gsszegét képviseld 1j pontot, ennek és a harmadik pontnak a k6zos sulypontjat
hatarozzuk meg. Ilyen esetben — a tomegek nagysagatoél fiiggéen — a haromszog fizikai silypontja barhova keriilhet
azon a teriileten beliil, amelyet a harom téomegpont mint geometriai haromszog hataroz meg. A fizikai sulypont csak
akkor esik egybe a harom pont altal meghatarozott haromszog geometriai stlypontjaval, ha a harom pont téomege
egyenld.

Hasonloan egyszert a kétdimenzios haromszog, vagyis a haromszog alaka (homogén) lap stlypontjanak meghataro-
zésa. Az eljaras (a haromszoglapnak gondolatban vékony csikokra valo vagdosasa) megtalalhaté példaul a kozkedvelt
,Holics Fizikaban” is, az I. kotet 2.2.3.2. pontjaban, ezért itt nem foglalkozunk vele. A silypont fizikai helyéiil ez esetben
is visszakapjuk a geometriai haromszog silyvonalainak metszéspontjat, vagyis a haromszog geometriai silypontjat.

Nem ilyen egyszeri azonban a vékony lécekbdl alkotott egydimenzios haromszog fizikai silypontjanak meghataroza-
sa. Minthogy a fizikiban, a fizikai gyakorlo- és versenyfeladatokban gyakran el6fordul a vékony rudakbol, lécekbdl vagy
huzalokbol készitett haromszog (lasd pl. a 2000/2001. tanévi OKTV I. forduléjat), a kovetkez6kben ezt a problémat
vizsgaljuk meg.
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1. dbra

Tekintsiink egy egyenletes keresztmetszet, homogén témegeloszlast, azonos stirtiségl vékony rudakbol allé6 harom-
szOget. Az oldalak hossza — az 1. dbra jeloléseivel —legyen BC = a, CA=0bés AB =c (a > b > ¢). A tomegkdzéppont
megkeresését a nulldimenzios haromszog esetére vezetjiik vissza. Az egyes oldalak (rudak) tomegk6zéppontja a felezs-
pontjukban van, a hozzajuk rendelt tomeg pedig az oldal hosszisidgéaval aranyos. Ennek megfeleléen a D pontba k - a,
az E pontba k - b, az F' pontba pedig k - ¢ nagysagu tomeget képzelhetiink, ezen hdrom tomegpont tomegkozéppontja
ugyanott van, mint az eredeti egydimenzios haromszogé. Az F pontbeli és az F' pontbeli tomegek tomegkdzéppontja,
a G pont az E'F szakaszt a tomegekkel forditott aranyban osztja, vagyis
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Ennek az aranypéarnak a jobb oldalat irhatjuk — : ¢ alakban is, ami azt jelenti, hogy G az E'F oldalt olyan aranyban

osztja ketté, ahogyan a DEF haromszog DF' oldalanak hossza aranylik DE oldalanak hosszdhoz. Ez nem més, mint a
szogfelezs-tételben szerepls ardany; a DG egyenes tehdt a DEF haromszog D cstcsara illeszkeds belsd szog szogfelezdje.
A nulldimenziés DEF haromszog tomegkozéppontja tehat ezen a DG szogfelez6n taldlhaté. Minthogy a nulldi-

menziés haromszog tomegkozéppontjanak megkeresését kezdhettiik volna példaul a D és F' pontokba képzelt & - a,
C
illetve k - ¢ tomegek kozos tomegkozéppontjanak meghatarozasaval is, és kaptuk volna, hogy az a DF oldalt 8. °c

aranyban osztja, azaz rajta volna a DEF haromszog E pontra illeszked belsé szogfelezjén, azt kell megallapitanunk,
hogy a (megfelel6 nagysagu tomegekkel rendelkezs) nulldimenzios DEF haromszog tomegkozéppontja a haromszog
bels6 szogfelezinek kozos pontja kell legyen. Geometriabol ismerjiik, hogy ilyen pont csak egy van, és az a DEF
haromszogbe irhaté kor kozéppontja.

Az egydimenzids hdromszog sulypontja tehdt nem a geometridban értelmezett siulypont, vagyis nem a hdromszég
stulyvonalainak metszéspontja, hanem a hdromszog oldalfelezd pontjai dltal meghatdrozott haromszogbe irhatd kor ko-
zéppontja.
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2. dbra

A geometriabol azt is ismerjiik, hogy a haromszog sulypontja a harom oldal koéziil a leghosszabb oldalhoz van
a legkozelebb. Belathaté, hogy az egydimenziés haromszog silypontja is a leghosszabb oldalhoz van a legkdzelebb.
A tovabbiakban kimutatjuk, hogy az egydimenzids hdromszog silypontja kozelebb van a leghosszabb oldalhoz (ha van a
hdaromszognek leghosszabb oldala), mint a hdromszdg sulyvonalainak metszéspontja, vagyis a geometriailag értelmezett
sulypont, és a két tavolsdg csak a szabdlyos hdaromszégben egyezik meg.
Tekintsiik a 2. d@brdt, amelyen az ABC haromszog két silyvonalat (AD, illetve CF') és a geometridban értelmezett
Sy sulypontjit, valamint az oldalfelez6 pontjai altal meghatarozott D FF hdromszdgének a leghosszabb oldalhoz tartozo
DT = FX magassagat is abrazoltuk. Mint azt a matematikadboél ismerjiik, a DEF héromszog beirhat6é kérének sugara
r =t/s, ahol t a haromszog teriilete, azaz
a
5 PT 4. .pr

t = =
2 4

amelyben DT az EF = g hosszisagu, leghosszabb oldalhoz tartozo magassag, s pedig a DEF haromszog félkeriilete:
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Lattuk, hogy az eredeti egydimenziés ABC haromszog tomegkozéppontja a haromszog leghosszabb BC' oldalatol

2
DT — r téavolsagban van. Sulyvonalainak metszéspontja ugyanezen oldaltol 3 XF = 3 DT tavolsadgra van, mert
2
a stlyvonalak harmadoljak egymast. Azt &llitjuk tehéat, hogy DT — r < 3 DT. Ennek igazolasara irjuk be az
egyenl6tlenség bal oldaldba az el6zéekben mar felirt
t a-DT
r=-=-——-
s a+b+c
2
kifejezést. Egyszertsitve DT-vel, amely nem lehet nulla, egyenlStlenségiink a kovetkezd alakot 6lti: 1 — # < 3"
a c
Minthogy a héaromszog oldalai koziil a a legnagyobb, az egyenlétlenség bal oldalanak értéke valoban legfeljebb 2/3.

Egyenl6ség akkor all fenn, ha a = b = ¢, vagyis ha a haromszog szabalyos. Ezzel igazoltuk allitasunkat.

Hasonlé moédon igazolhato, hogy az egydimenziés haromszog tomegkozéppontja a legrévidebb c oldaltél messzebb
van, mint a geometriai silypont és ugyanezen oldal tavolsaga. A kdzépsd hosszisagu b oldaltol az egydimenzids hé-
romszog stlypontja lehet kozelebb is és lehet tavolabb is, mint a geometriai silypont, sét, a két tavolsag éppen egybe
is eshet, ha fennall a b = (a + b)/2 Osszefiiggeés. Ez az eset fordult el6 az idézett OKTV. I. forduléjaban, a II. kategoria
4. feladatanal, amely igy szolt:

Az a, b, ¢ oldalhosszisdgu derékszogi hdromszég oldalai azonos anyagu vékony rudakbol dllnak, amelyek mere-
ven kapcsolodnak egymdshoz. A b oldaldval vizszintes feliletre illeszkedd fiiggdleges siku hdromszog labilis egyensilyi
helyzetébdl elddl.

a) Mekkora sebességgel éri el a B csics a vizszintes feliletet, ha a délés kézben a hdromszdg nem csiszik meg. (A
b oldal sirlédismentes csukloval van rogzitve.)

b) Hol és mekkora sebességgel érkezne a B csics a vizszintes felilethez, ha a b oldal szabadon csiszhatna, és minden
surlodds elhanyagolhatd lenne? (a = 30 cm, ¢ = 50 cm.)

A megoldas soran tobb versenyz6 a haromszog stlypontjat automatikusan, minden kiséré megjegyzés nélkil (a
cikkben leirtak szerint elvileg hibasan!) ott vette fel, ahol a geometriailag értelmezett sulypont van, vagyis a silyvonalak
metszéspontjaban. Ez a pont a b = 40 cm-es oldaltél 10 cm tavolsdgra van. A haromszog fizikai értelemben vett igazi
silypontja nem esik egybe a silyvonalak metszéspontjaval, de az is éppen 10 cm tavolsidgra van a b oldaltol, igy ez az
elvi hiba a tovabbi szamitasok eredményét nem rontotta el. A véletlen egybeesés azért fordult el, mert a megadott
adatokkal b éppen a masik két oldal szdmtani kozepével egyezett meg. Ha a haromszog a leghosszabb, ¢ = 50 cm-es



oldaléaval illeszkedett volna a sikra, akkor a kétféle sulypont Osszekeverése numerikusan is észrevehetd hibat okozott
volna (a helyes 7 cmn helyett 8 cm-rel szamoltak volna).

Erdekes feladat lehet a kiilonboz6 ,dimenziéja” haromszogek mintajara a négy tomegpontbol allo nulldimenzi-
6s, rudakbol Gsszerakott egydimenzios, vékony lemezekbdl készitett kétdimenzids és végiil a tomor, haromdimenzids
tetraéder sulypontjanak megkeresése; ennek a probléménak a tanulményozasat azonban az Olvasora hagyjuk.



