Az n! =n(n —1)(n —2)---3 -2 kifejezéssel nagyon sok kombinatorikai feladatban (és szamos méas helyen) talal-
kozhatunk, és nemegyszer sziikség van arra, hogy a nagysagat az n néhany egyszertibb kifejezésének a segitségével
meg tudjuk becsiilni. Ezt a célt szolgalja az un. Stirling-formula, amirdl éppen a K6MaL el6z6 havi szaméaban lehetett
olvasni Ennek a formulanak a bizonyitdsdhoz a valds analizis szdmos olyan modszerére van sziikség, amely a ko-
zépiskolds matematikin messze tilmutat. Sokszor megfelel azonban valamivel enyhébb becslés is; megmutatjuk, hogy
példaul a minden n-re fennalld
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egyenlGtlenség belatasa a sorozatok hatarértékének fogalman kiviil semmi egyéb analizisbeli eszkdzt nem igényel.
Kezdjitk mindjart az (1)-ben eléforduld e szamnak, a természetes logaritmus alapszaménak a bemutatasaval. Ez a

Szam a
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dnz(l—i——) és az fnz(l—i——)
n n

sorozatok kozos hatarartéke. A hatarértékek létezéséhez belatjuk, hogy (d,) szigorian monoton nové, (f,) szigoruan
monoton fogy6 sorozat, d, < f, és f, —d, a nullahoz tart. Az els6 harom tulajdonsagbol kovetkezik, hogy mindkét
sorozatnak létezik hatarértéke, és miutan a két sorozat kiilonbsége 0-hoz tart, ez a két hatarérték megegyezik.

A d,, < f, egyenlGtlenség nyilvanvalo. A (d,) sorozat monotonitasa azt jelenti, hogy minden n pozitiv egészre
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Ez pedig valoban teljesiil a szamtani és mértani kdzépre vonatkozoé egyenl6tlenség miatt, hiszen az 1, (1 + —) , (1 + —)
n n
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szamok szamtani kozepe éppen ) = T Hasonloan igazolhat6 az is, hogy az (f,,) sorozat fogyo:
n n
1 n 1 n+1 ~1 n
1+ > (14— , azaz "HW[1- n < ,
n—1 n n n+1
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mivel 1, i , L e o szamtani kozepe oo " . Ezzel belattuk, hogy a monoton névé (d,)
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n
sorozat feliilrsl korlatos, hiszen (minden n-re) d, < f, < fi = 4; ezért létezik hatarértéke. A monoton fogyd (f,)
sorozat pedig alulrol korlatos: f,, > d,, > d1 = 2, igy az (f,) sorozatnak is létezik hatarértéke. Mivel mindkét sorozat

fn
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korlatos, és a hanyadosuk: — = (1 + — | az 1-hez tart, azért f,, — d,, a 0-hoz tart, és a két sorozat hatarértéke
n

dn,
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teljestil.

ugyanaz az e szdm, amire nyilvan
Vizsgalodasunkat egy djabb sorozattal folytatva azt mutatjuk meg, hogy

1\" 1
(2) az  ap = (1 + —> (1 + 2—) sorozat szigortan monoton fogy.
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hatvany a binomialis tétel szerint n + 1 darab pozitiv tagnak az Osszege; ezt nyilvan nem

Irjuk a bizonyitando

egyenl6tlenséget
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noveljiik (n > 2), ha csupéan az Osszeg els6 harom tagjat irjuk ki:
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'Loczi Lajos: A faktoridlis alsé és felsé becslései, KoMaL 2002/4. szam, 195. old.
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Az utobbi egyenlGtlenséget atrendezve
An® +4n? — 3n > 4n> + 4n? — 4n — 4,

ami nyilvan igaz.
1
Tudjuk, hogy a (d,,) sorozat hatéarértéke e, ezért az a,, = d, (1 + 2—) hatarértéke is e. Mivel ez a sorozat szigorian
n

monoton fogyd, azért a sorozat minden tagja nagyobb e-nél; igy
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ST 1> sorozatot: belatjuk, hogy
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(4) (by,) szigoraan monoton né, igy (3)-hoz hasonléan - (1 + E) < 22 i 5
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egyenl6tlenséget irjuk at el6bb

A bizonyitandé

alakba. A binomidlis tétel szerint
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Igy (4) allitasat n > 3 esetén igazolja az
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Ezért barmely n esetén

egyenl6tlenség, azaz

12n% — 6n" — 6n° +n® —n* + 30> —5n% + 2n > 120 — 60" — 6n6,

n*(n —1) +n*3n —5) +2n > 0,
ami valéban igaz; by < by pedig nyilvanvalo.
Sziikséglink lesz még a kovetkezs egyenl6tlenség(ek)re:
2n — 1! 1 2n)!!
5 (2n— 1)1 _ __n)
(2n)!! V2n+1  (2n+ D!




Itt (2n— D =(2n—1)(2n—3)---5-3 (ez a 2n — 1 szemifaktorialis) és hasonléan (2n)!! = 2n(2n —2)---4-2. Az (5)
egyenl6tlenség mindossze azon milik, hogy
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amibdl az (5) elsé fele atszorzassal és négyzetgyokvonassal adodik. A bizonyitandé egyenl6tlenség masodik fele ennek

csupan atrendezett alakja.
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Immaéar minden rendelkezésre all (1) bizonyitasahoz. Legyen ¢, = Erre a sorozatra
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Az 1 <k <n—1 esetén kapott egyenlStlenségek szorzatat véve
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igy (3) és (4) alapjan
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ezért (az also becslés értekét csokkentve, a fels6ét pedig megnovelve)
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ez pedig éppen (1)-et adja.



