1. Bevezetés

Amikor két és fél éves Péter unokdmmal t6ltSttem az id6t, gyakran tamadt kedve azzal szorakozni, hogy cseréljiik
Ossze a lakas falaira akasztott harom vagy négy érat. Ez a cserebere-jaték természetesen akkor igazan érdekes, ha az
orak egyike sem marad a megszokott helyén.

Mint tudjuk, egy n elemii halmaz elemeit n! = n(n —1)(n —2)...3- 2-féleképpen lehet sorba &llitani (permutélni).
A kérdés tehéat az, hogyan oszlik meg az n! permutacié aszerint, hogy mennyi — egy rogzitett ,eredeti” sorrendhez
képest — a helyben marado elemek széma; jeloljitk ezért ¢(n, k)-val egy n elemt halmaz azon permutaciéinak a szamat,
amelyeknél az eredeti helyiikon all6 elemek szama pontosan k] Ekkor nyilvan

n

(1) > tp(n,k) =nl.

k=0

A kés6bbi eredményeket némileg megelslegezve tekintsiik at a ¥ (n, k) értékeit n < 8-ra:

k| O 1 2 | 3 | 4| 5 |6 |7]|8
0 1
1 0o | 1
2 3 | 0 | 1
9 8 | 6 | 0 | 1

44 45 20 10 0 1
265 264 135 40 15 0 1
1854 | 1855 | 924 | 315 | 70 | 21 | 0 |1
14833 | 14832 | 7420 | 2464 | 630 | 112 | 28 | 0 | 1

QO[O x| N ==

Vilagos, hogy ¥ (n,n) = 1 és ¥(n,n — 1) = 0 (minden n-re). Az is lathato, hogy a tablazat els6 n — 1 sordnak
ismeretében az n-edik sor elemei a legelsG kivételével konnyen meghatarozhatok: ha ugyanis 1 < k < n — 1, akkor

(Z) -féleképpen valaszthato ki a helyén marado k elem, és minden ilyen véalasztas esetén ¢(n — k, 0) olyan permutécio

van, amelynél a fennmaradé n — k elem egyike sincs az eredeti helyén. Igy
(2) b(n, k) = (Z)w(n—k,o), ha 1<k<n-—L1.

Hatra van még a 1(n,0) értékének kiszamitasa. Ez megtehets példaul az (1) Osszefiiggés felhasznalasaval:

n n—2
(3) ¥(n,0) = n! —Zz/}(n, k)=nl-1 —Zz/}(n, k).
k=1 k=1

A (2) és (3) formulak ismételt alkalmazasaval (a nyilvanvalo ¢(1,0) = 0, ¥(1,1) = 1-bé&l kiindulva) minden (n, k)
kiszamithato. Mégsem lehetiink maradéktalanul elégedettek: a 1 (n,0) értékeknek ezen a ,keriils uton” torténd meg-
hatarozasa meglehetdsen atlathatatlanna teszi a folyamatot, és nem ad valaszt példaul arra a természetes méddon
felvet6dd kérdésre, hogy a tablazatban megfigyelhetd

¥(n,1) =1(n,0)+1
Osszefiiggés vajon minden n-re teljesiil-e. A felmeriilt kételyekre valaszt kaphatunk, ha 1 értékeit egy masfajta Gssze-
fliggés segitségével hatarozzuk meg.

2. A ¢(n, k) kiszamitasa szitalassal

A szitaformula. Legyen H véges halmaz, G1, Ga, ..., G, pedig részhalmazok H-ban. Tetszbleges X; halmazok
elemszamat | X;|-vel, metszetiiket X; N X; N...N X;-vel, egyesitésiiket X; U X; U. ..U X;-vel, két halmaz kiilonbségét
pedig X; \ Xj-vel jeloljiik. A felsorolt G; részhalmazokra legyen Ny; ;. = |GiNG;N...NGy|. A szitaformula szerint
ekkor

(4) [H\ (G1UGU...UG,)|= Y (-)"INg.

LC{1,2,...,n}

YAz n = 6, k = 2 esetet illusztralja a belsé borito.



A jelolések és halmazok metszetének értelmezése szerint az iires halmazt (-val jelslve Ny = |H|, hiszen ilyenkor a
metszetbe tartozéas semmilyen kovetelményt nem jelent, igy annak a H minden eleme eleget tesz. A (4) formula igazo-
lasdhoz el6szor is jegyezziik meg, hogy a bal oldalon a H azon elemeinek a szama &ll, amelyek egyik G; részhalmazban
sincsenek benne. A formula jobb oldala pedig a G;NG;N...NGt metszetek elemszamanak a (—1)‘{” """ B vel stulyozott
Osszege, ahol {i,7,...,t} C {1,2,...,n}. Legyen = a H egy tetsz6leges eleme. Ha  a G; részhalmazok egyikének sem
eleme, akkor 6 a bal oldalon talalhat6é halmaz elemszdmahoz 1-gyel jarul hozza; ha pedig benne van legaldbb egy
Gj-ben, akkor a kiilonbséghalmaz elemszdmahoz 0-val jarul hozzd. Vizsgaljuk meg ugyanezt a jobb oldalon szerepld
metszethalmazok szempontjabol is. Amennyiben z egyik G;-nek sem eleme, akkor a metszetek koziil egyediil az ,,iires-
ben” van benne, ezért a — silyozott — hozzajarulasa (—1)0 -1 = 1. Tekintsiik ezutan azt az esetet, amikor = eleme a
Gi,,Giy, ..., G, halmazoknak, a t6bbinek pedig nem (n > k > 1). Ekkor x pontosan azokban a metszetekben van
benne, amelyek G NG ... NGy alaktiak, ahol S = {s,t,...,b} C {iy,i2,...,ix}. Igy az = ,stlyozott” jaruléka (4) jobb

oldalahoz: .
> (-1 =3 (-1 (E) =(1-1D*=o0.

S SC{i1,02,... 0k ) £=0

(Az utolso el6tti 1épésben a binomialis tételt alkalmaztuk (1 — 1) kiszamitasara). Ezzel a (4)-et be is lattuk.

Egy tjabb elgallitas ¢-re. Alkalmazzuk a szitaformulat a i (n, k) értékek meghatérozasara. Ennek érdekében je-
I6lje H az 1,2,...,n szamok Osszes permuticidéinak a halmazat; tekintsiik e szadmok névekvs sorrendjét az eredeti
sorrendjiiknek. Legyen tovabba G} azoknak a permutacioknak a halmaza, amelyeknél a k az eredeti helyén szerepel
(1 <k < n). Ekkor ¢)(n,0) éppen a H\ (G1UG2U...UG,,) elemeinek a szama. Hany eleme van egy G,, NGy, N...NGy,
metszetnek? Ez éppen azoknak a permutéicidknak a szama, amelyeknél vy, vg, ..., v; az eredeti helyén all, ezért a fenn-
marado n — t elem permutécioit kell csak megszamlalnunk, az eredmény természetesen (n — t)!. Ezért, a szitaformula

alapjan
n

bn,0) =Y > (=)'(n-0)=)" (—1)t(7z> (n—t)=ny (—1)%.

t=0 {v1,...,u+} t=0

n—k
) otk = ()RS 0= 0y
Az (5) formulanak t6bb érdekes kovetkezménye is van. Vizsgaljuk elGszor 1(n,0) és ¢(n — 1,0) kapcsolatat:
n 1 n—1 1
w(n,O)—n@[J(n—l,O):n!Z(—l) E—n(n—l)! (-1) 1=
t=0 t=0
=
azaz a kovetkez6 egyszerd rekurzio adodik ¢(n,0) értékeire:
(6) $(n,0) =n-1(n—1,0) + (-1)".
Vessiik ezt Gssze a (2) specialis eseteként adodo
(7) ¢(n, 1) =nip(n — 1,0)
egyenldséggel:
(®) ¥(n,0) = np(n —1,0) + (=1)" = ¢(n, 1) + (=1)",

tehét a tablazatbol korabban megsejtett Osszefiiggés valéban altalanos érvényd.

Befejezésiil vizsgaljuk meg a
o(n) =1v(n,0) +(n, 1) + ¥ (n,n)

viselkedését; ez azoknak a permutacioknak a szama (és ezek teszik ki a tilnyomo t6bbséget!), amelyeknél legfeljebb
egy elem all az eredeti helyén, vagy mindegyik. Megmutatjuk, hogy

n-o(n—1), ha n paratlan;

9) o(n) =
n-on—1)-2(n—-1)= (n - %) o(n —1), han péros.

o(n—



Tegyiik ol el¢szor, hogy n paratlan. Ekkor (8) és (7) alapjan

a(n) ¥(n,0) +¢¥(n,1)+1 B PY(n,1) = 1+P(n,1)+1 B
on—1) Yn—-1,00+9vn—-1,1)+1 (n—1,0)+p(n—-1,00—1+1
_ Y1) .
Y(n—1,0) '

Ha pedig n paros, akkor (6) és (7) szerint
on) =¢(n,0)+¢¥(n,1)+1=np(n—1,0)+1+ny(n—1,0)+ 1,
ami viszont (8) alapjan
n(¥(n—1,1)=1) +1+ny(n—1,0)+1=no(n—1) —2(n —1).

Mivel most n — 1 paratlan, azért, mint mar belattuk,



