1. Az eredeti kérdés

A K6MaL 2001/7. szam 407. oldalan kitizott feladat igy szolt:
B. 3438. Az f(x,y, 2) figguényre teljesil, hogy barmely t valds szimra

flx+t,y+t,z+t)=t+ f(z,y,2)
(1) f(t:E,ty,tZ) :t'f(x,y,z)

f(x,y,z):f(y,z,x):f(x,z,y)

Mennyi f(2000,2001,2002) ¢

Tizziik ki célul a feladatbeli fliggvényegyenlet-rendszer megoldasat, azaz valamennyi, a fenti elirasnak eleget tevs
fliggvény meghatarozasat. Ehhez el6szor a haromvaltozés fliggvényrsl szolo kérdést egyvaltozos fliggvény keresésére
vezetjlik vissza.

Az els6 két egyenletbdl kapjuk, hogy

£(0,0,0) =0- £(0,0,0) =0,

flx,z,z) =x + f(0,0,0) =z,

valamint x # y esetén

flz,y,2) =+ fO,y—x,z—x)=c+ (y—2)f <0,1,y_x).

Vezessiik most be az egyvaltozos g fliggvényt a kovetkezSképpen: legyen ¢(t) = f(0, 1,t); ekkor az el6z6 Osszefiiggés

f(z’y’z)—“@—x)ﬂ(rg:)

y—x

alakba frhat6. Vegyiik figyelembe, hogy f(x,y,z) értéke nem fiigg az z,y,z valtozok sorrendjétsl. Igy az x és y
felcserélésével azt kapjuk, hogy

Fa2) = F2) =yt =) g (222,

A két utobbi Osszefiiggés jobb oldalai egyenlsk; legyen (x # y esetén) ¢ = Z — I, ekkor 1 —t = i;_z, tehat

r+(y—o)gt) =y+ (v —y)g(l-1),

y—x
y—x

=1

9(t) +9(1 1) =

Hasonloan kapjuk f(z,y,z) = f(z, z,y) figyelembevételével, hogy = # z esetén

rt (g —2) glt) = fz.9,2) = f(:2.y) —x+(z—x>g<1>,

g(t)Zt-g(%)-

g(t)+¢g(l—¢t)=1 (minden ¢t € R),

A ¢ fiiggvény tehat kielégiti a
(2) ,
gt)=t-g (;) (minden 0 # t € R)

egyenleteket. Vegyiik észre, hogy mésrészt g — mint lattuk — meghatarozza f-et:

— T

— X

;v—l—(y—:t)-g(; ), ha z#vy

(3) flx,y,2) = I+(z—x)~g<%)’ ha = # 2

x, hax =y = z,



és konnyen ellendrizhets, hogy ha egy tetszdleges g fliggvény kielégiti a (2) Osszefliggéseket, akkor a (3) szerint beldle
(vissza)kapott f teljesiti (1)-et. (Nem okoz ellentmondast az, ahogy y # x # z esetén f(x,y, z) értékét eredetileg értel-
meztiik, mivel a (2) teljesiilése miatt ezek ugyanazt adjék.) Ezek szerint a tovabbiakban elegendd a (2) kovetelményt
teljesits ¢ fiiggvényeket meghatarozni. EI6bb azonban kovetkezzék egy kis kitérs.

2. Transzformaciécsoportok

Legyen H egy halmaz, és tegyiik fel, hogy értelmezett rajta egy (pl. ,szorzassal” vagy az elemek puszta egymas utan
irasaval jelolt) mdvelet: minden a,b € H-ra a-b (egyszertibben: ad) is egy jol meghatéarozott eleme a H-nak. Tegytik fel,
hogy van olyan e elem a H-ban, hogy minden a € H-ra ea = ae = a teljesiil; ilyenkor azt mondjuk, hogy e egységeleme
a H-nak. Tételezziik fel tovabb4, hogy a H minden c eleméhez létezik olyan ¢’ elem, amelyre e’ = ¢'c = e; az ilyen ¢
elemet a ¢ inverzének hivjuk. Ha mindezeken tul a H-n értelmezett mivelet még asszociativ is, azaz teljesiti (minden
a,b,c € H-ra) az a- (b-c) = (a-b) - ¢ azonossagot, akkor azt mondjuk, hogy H csoport erre a miveletre.

A csoportok nagyon sok helyen fordulnak el a matematikdban; mar tanulmanyaink legelején is talalkozhatunk ve-
liikk, hiszen példaul az egész szamok halmaza csoport az egész szdmok Osszeadasanak miveletére. Ugyanigy csoportot
alkotnak a nemnulla valos szamok a valds szdmok szorzasara, stb. Ezeknél a ,szdmtanos” példaknal azonban sokkal
fontosabb és jellemzsbb példa csoportra az, amikor a csoport elemei nem szamok, hanem egy halmaz bizonyos tulaj-
donsagu leképezései, a koztiik értelmezett mivelet pedig a leképezések egymas utéan alkalmazasa, azaz kompozicidja.

1. példa. Legyen X tetsz6leges halmaz, és jelolje H az osszes X — X bijektiv leképezések halmazat. (Egy f: X — X
leképezés bijektiv, ha minden x # y esetén f(z) # f(y), valamint az X halmaz minden eleme az f-nél vett képe egy-egy
alkalmas X-beli elemnek: (minden x € X) (van olyan y € X) f(y) = x. Mivel az f kiilénb6z6 elemeket kiilonboz6
elemekbe képez, azért lathato, hogy minden © € X-hez pontosan egy olyan y € X talalhato, amelyre f(y) = x.)
Konnyen lathaté, hogy két bijektiv leképezésnek a kompozicidja is bijektiv, és az is egyszeriien igazolhato, hogy a
leképezések kompozicidja asszociativ mivelet. JelSlje € az X halmaz identikus leképezését ((Vz € X) e(z) = z); ekkor
tetszoleges f: X — X leképezésre és x € X-re

e(f(z)) = f(z) = f(e(x)),

azaz e o f = foe = f. Ez azt jelenti, hogy ¢ egységeleme a H-nak a kompozicio (o-rel jelolt) miveletére. Végiil,
ha f: X — X bijektiv leképezés, akkor definidljuk az f’ leképezést X-en a kovetkezSképpen: minden z € X-hez van
pontosan egy olyan y € X, amelyre f(y) = z; legyen f'(z) = y. Ebb6l egyszeriien belathato, hogy fo f' =& = f'o f,
vagyis f’ az f inverze, és f’ is bijektiv. Tehat H csoport a kompozicié miiveletére.
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2. példa. Tekintsiik a kovetkezd fliggvényeket: e: z — z, c:x — 1 —x, 0: 2 — — a:x —
x

1
~v: x — ——. Ekkor
1—x

006‘2$|—>1—l=x_1,

x x
igy 0 0 8 = a. Hasonl6an példaul

x

By _ a1 v

: —> e e —
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tehat Sof = e. Folytatva ezt a szamolast belathato, hogy a G = {¢, 0, 0, o, 8,7} halmazba tartoz6 barmely két fiiggvény
kompozicidja is a G-hez tartozik. A szamolas eredményeit a kovetkezs ,szorzotabla” foglalja 6ssze (bekereteztiik a két,
imeént részletezett ,szorzas” eredményét).

0
0
€
[o]
o
84

O ™M WA 2|2

Afo] @2 © @l

m QL LRI

2 L2 Q >™|O
=2 L Q9 O |M
0 ™o =2 g

B

Mivel leképezések kompozicidja asszociativ, azért a kompozicié a G halmazon is asszociativ miivelet. Egységelem is
van, az €. A tablazatbdl leolvashato, hogy « és v egymas inverzei, mig ¢, 6, o és 8 6nmaguk inverzei; tehat G csoport
a fiiggvénykompozicio (az Osszetett fiiggvény képzése) miiveletére.



3. Orbit és transzverzalis. Tegyiik fol, hogy X egy halmaz, és H az X bizonyos, dnmagara torténd leképezéseinek
a halmaza dgy, hogy e leképezések csoportot alkotnak a kompozicié miiveletére; tegyiik fel tovabba azt is, hogy H
egységeleme az ¢ identikus leképezés (ez mindkét példankban teljesiilt). Jelolje x az X halmaz tetszSleges elemét.
Az z orbitjdnak nevezzik az X azon elemeinek az Osszességét, amelyeket megkaphatunk z-nek valamelyik H-beli
leképezésnél vett képeként; ez éppen az {n(xz) | n € H} halmaz.

Mit mondhatunk két orbit viszonyar6l? Tekintsiik ehhez két tetszéleges elem, x és y orbitjat. Ha ezeknek nincs
kozos elemiik, akkor persze y nem eleme az x orbitjanak, csakigy, mint x sem az y-énak. Ez azt jelenti, hogy ilyenkor
nincs olyan H-beli leképezés, amely z-et y-ba képezné, és olyan sem, ami az y-t képezné z-be. A mésik lehetséges eset
az, hogy x és y orbitjanak létezik kozos eleme, pl. z. Ekkor van olyan n; és n2 € H, hogy n1(z) = z, n2(y) = z. Jeldlje
n2 inverzét az n'; ekkor y = £(y) = ' (n2(y)) = '(2), igy 0’ (m(z)) = 1'(2) =y, azaz n’ o my az z-et y-ba képezi: y
tehat benne van az x orbitjaban. Ekkor azonban az y orbitja:

{1 ¢eHy ={&([n om](z)) [Ee H} = {[Eon om](z) | E € H} C
C {¢(x) | ¢ e H}.

Azt kaptuk, hogy y orbitja része az x orbitjanak. Ugyanigy lathatd be az is, hogy az z orbitja része az y orbitjanak,
tehat a két orbit egyenld. Ezzel belattuk, hogy két orbit vagy egyenld eqymdssal, vagy diszjunktak.

Egy, az orbithoz szorosan kapcsolodo fogalom a transzverzalis. Az X egy részhalmazat transzverzdalisnak nevezziik,
ha minden orbitb6l pontosan egy elemet tartalmaz.

Nézziik meg, mik az orbitok és a transzverzalisok két korabbi példankban. Az els§ példdban egyetlen orbit van:
maga az egész X halmaz, hiszen minden z,y € X-re van (altalaban nem is egy) olyan bijektiv leképezés, ami z-et y-ba
képezi. Igy az X barmelyik eleme egy transzverzalis.

Sokkal érdekesebb a 2. példa esete. Ha r egy valos szam, és mind a hat G-beli fiiggvény értelmezve van r-ben, akkor
r orbitja, {h(r) | h € G} legfeljebb hat szambol all. Mivel minden olyan valos szam, amin G elemei értelmezettek
eleme egy orbitnak, az orbitok szama ezuttal végtelen. (A 0 és az 1 az a két szam, ahol fiiggvényeink némelyike nincs
értelmezve; ezeket egyeldre figyelmen kiviil hagyjuk.)

Megmutatjuk, hogy ha a G-beli fiiggvényeket csak a 0-t6l és 1-t6l kiilonb6z6 valos szdmokon értelmezziik, akkor a
[2,+00) félegyenes pontjai transzverzalist alkotnak. Ehhez tekintsiik a kovetkezs, egyszertien belathato egyenlGtlensé-
geket:
o(r)=1-r<-1=0((2,+00)) = (—o0,—1)

-1 <~v(r)= % <0= 7((2,4—00)) =(-1,0)

)

%<a(7‘): . <1:>a((2,+00))—<%,1)

DN | =

1 1
r>9= 0<9(T):;<§:>9((2,+OO)):(0,

1< B(r) = —= <2 B((2,+)) = (1,2).

1
Leolvashato, hogy minden, a 0-t6l, 1-t6l, (—1)-t6l, 5—‘561 és 2-t6l kiilonboz6 szam elgall pontosan egy (2, +00)-beli

1
szamnak (pontosan) egy G-beli fiiggvény szerinti értékeként. Mivel a kimaradt —1, ok 2 szamok egy orbitot alkotnak

(ez az egyetlen haromelemt orbit), belattuk, hogy [2, +00) valéban transzverzalis.

3. A fiiggvényegyenletek megoldasa

Fogalmazzuk meg a (2)-ben szerepls egyenleteket a G csoportot alkoto fiiggvényeknek a nyelvén: az els§ egyenlet azt
jelenti, hogy

(4) g(o(t)) =a(g(t)) =1—g(t),

a méasodik pedig azt, hogy

(5) g(6(t)) =



A G-beli mivelet segitségével (4)—(5) kovetkezményeként kapjuk, hogy

©  ola) =9o®0) = (s(00) =1 - L2
L 9@)
(M) 9(B®) = g(0(a®))) = g(aa(it))) = t_f - tt_—g(lt)’
ot
®)  g(v(®) =9(0(c(t) = g(:((:))) = 11__9(;)'

A g-re megkovetelt egyenletek tehat kizardlag az azonos orbithoz tartozd helyeken folvett értékekre irnak el
bizonyos Gsszefliggéseket. Mésrészt az is kideriilt, hogy ha ismerjiik a g fiiggvény értékét egy ¢ # 0,1 helyen, akkor
ez (4-8) alapjan mar egyértelmien meghatéarozza a g értékét a t orbitjaba tartozo helyeken. Az el6z8 részben lattuk,

hogy ha r # —1,0, 2 1,2, akkor pontosan egy olyan t € (2,400) és n € G létezik, amelyre r = n(t). Tehat g értékeit
tetszés szerint megadhatjuk a (2, +00) félegyenesen, ezekbdl (4)—(8) szerint ellentmondastol mentesen megkapjuk g

értékeit mindenhol, kivéve a —1, 0, > 1, 2 helyeket. Az igy kapott fiiggvényre — megadasdnak modjabol kdvetkezGen

1
— nyilvanvaloan teljesiilnek a (4)—(8) Osszefliggések, tehéat az ezekkel ekvivalens (2) egyenletek is. A {—1, 2, 5} orbit

valamelyik helyén, pl. 2-ben azonban mér nem irhaté el6 tetszés szerint a g értéke. Ennek az az oka, hogy 5(2) = 2,
igy, ha g(2) = s, akkor (7) szerint
2—g(2

amibdl ¢g(2) = s =1, igy (5) és (8) szerint

g (%) =9(0(2)) = @ = % 6 g(—1) = g(1(2)) = 11%9(22) o

1
Konnyen ellenérizhetd, hogy ezekkel az értékekkel mar teljesiil (2) a t = —1, 2 2 helyeken is. A még fennmaradt
t = 0, 1 helyeken a (2) kovetelmény csupan g(0)+g(1) = 1 teljesiilését kivanja, ezért ha egy tetszés szerint megvalasztott
v szammal g(0) = v, akkor ¢g(1) = 1 — v megfelels.

A (2) egyenletrendszer megoldasa tehat a kovetkezs. Legyen h tetszlleges, a (2,+00) félegyenesen értelmezett
fiiggvény, v pedig valos szam. Ekkor, a G szorzétablajat is felhasznalva:



o(t) t
o0=13
h1
gla(y®)) =1~ 9(77((:))) =1- (f) —14(t—1)-h <%t
1—w
B - g(B1) 5 - h(y)
g(8(5(1))) 50 1 N —t+(1—t)~h<
1,
h(t),

Az eredeti feladatban szerepld f fliggvényt innen a (3) szerint kaphatjuk meg.

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha



