A lapunkban megjelend feladatok mintamegoldasainak irasa kdzben sokszor jelent problémét annak eldontése, hogy
egy allitas kozismert-e, s ezért nem kell bizonyitani, vagy pedig nem az, és ezért a bizonyitasat is le kell irni. Kiilontsen
igy volt ez a B. 3478. feladatndl, amit nagyon sokféleképpen lehetett megoldani.

E cikknek az a célja, hogy a haromszogekkel kapcsolatos néhany allitas egyszerd bizonyitasait Osszegytjtse. A ha-
romszogekkel kapcsolatban rengeteg tétel van, mi csak azokkal foglalkozunk, amelyek kapcsolédnak a haromszoghoz
tartoz6 korokhoz. Ezeknek is csak egy részét ismertetjiik, egyaltalan nem foglalkozunk pl. a Feuerbach kdrrel. Az
érdeklsdd olvaso tovabbi szép tételeket taldlhat az irodalomjegyzékben szerepls konyvekben.

A haromszogben a harom oldal, csics, szog stb. szerepe szimmetrikus. Ezért allitasainkban és bizonyitasainkban
a rovidség kedvéért sokszor csak a, A, q,... szerepel. Ezeket persze ugy kell érteni, hogy a haromszog tetszGleges
oldalara, csticsara, szogére igaz a megfelels allités.

Legyenek a haromszog cstucsai A, B, C, oldalai a, b, ¢, szogei a, 3, v, a szokasos jeldlésekkel a haromszog teriiletét
jelolje T, keriiletét 2s, a beirhaté kor sugara legyen r, a hozzairt kérok sugarai r, 75, 7¢, a hdromszog koré irhaté kor
sugara R, végiil ezen korok kozéppontjai legyenek rendre O, O,, Oy, O, és K (1. dbra).

O,

1. dbra

Els¢ allitasunkat dltaldnositott szinusztételnek is szokas nevezni.

1. allitas. R = —— b ¢

2sina  2sinf 2siny’

Bizonyitas. Messe a haromszog koré irhat6 korének BK atmérdje a kort masodszor az A’ pontban. Ekkor BA' = 2R.

Ha o = 90°, akkor A’ = C, az allitas nyilvanval6 (2/1. dbra). Ha o nem derékszog, akkor BA'C<q = « (2/2. dbra),

vagy BA'C< =o' =180° — a (2/3. dbra), de felhasznalva a sin (180° — ) = sin « Osszefiiggést, valamint azt, hogy a
BC

BA'C haromszdg C-nél 1évs szoge Thalész tétele miatt derékszog, mindig teljesiil, hogy sina = —— = a4
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2. allitas. R = —.
allitas AT
. o . I . b-c-sina o ATlees ) ,
Bizonyitas. Az ismert teriiletképlet szerint T' = ——— . Ezért ha az el6z6 éllitasban belatott R = Ossze-
fliggés jobb oldalan lévs tortet b - c-vel bévitjiik, akkor éppen a bizonyitandé Osszefliggést kapjuk.
b-c-si
HaaT = 2oesma teriiletképletben az oldalakat kifejezziik az 1. allitasbol adodo 2R sin S-val, illetve 2R sin y-val,

akkor a kovetkezst kapjuk:



3. allitas. T = 2R?sin asin Bsin~y.

Tudjuk, hogy O a haromszog harom belsé szogfelezGjének, O,, Op és O, pedig két-két kiilsé- és egy-egy belss
szogfelezGjének a metszéspontja. Mivel a haromszog barmely csticsahoz tartozo kiilss és bels6 szogfelez6 meréleges
egymaésra, ezért igaz a kovetkezs:

4. allitas. Az 0,040, haromszog magassagpontja O, magassagvonalai pedig megegyeznek az ABC haromszdg belsé
szogtelezoivel.

Ebbél kovetkezik, hogy az OBO,C négyszog hurnégyszog, mert B-nél és C-nél 1évs szogei egyardnt derékszogek.
A négyszoget az OO0, atlo két kozos atfogoju derékszogi haromszogre bontja, ezért a négyszog koré irhatoé kor kézép-

pontja az OO, szakasz felez6pontja. A négyszog koré irt kort megrajzolva (8. dbra) latszik, hogy OCB< = O0,B< és

OBC<« = 00,C«, mert az egy iven nyugvé keriileti szogek egyenléek. Vagyis BO,C< = 00,B<+00,C< = %4— g

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezdt:

B+ 7+aésoz+ﬂ
2 72 2

5. allitas. Az O,0,0. haromszog szogei rendre:

@)

a

3. dbra 4. dbra

Kovetkez6 allitasunk az eddigieknél kevésbé ismert (bar megtalalhato a Geometriai feladatok gyidjteménye I. kote-
tében).
6. allitas. A haromszog koré irhato kor felezi a beirhato kor kézéppontjat a hozzairhaté korok kézéppontjaival 6sszekots
szakaszokat.

Bizonyitas. Messe a koré irhato kor az OO, szakaszt P-ben (4. dbra). (Mivel CO,B< = @ < 180°— a =

180°— CAB«, ezért O, a koré irhato koron kiviil helyezkedik el, vagyis P mindig létrejon.) Ekkor PCB< = PAB<,
mert mindketts a PB ivhez tartozo6 keriileti szog. Ezért PCO< = PCB<+ BCO< = %—i— % Az OCO, haromszogben
B

C-nél derékszog van, az Oy-ndl 1év6 szogrél méar lattuk, hogy é, ezért az O-nal 1évé szog 90° — = = @ + 7 Vagyis
POC< = PCO«, tehat a POC haromszog egyenld szariu, PO = PC. Ugyanigy lathatjuk be, hogy PO = PB. Ez azt
jelenti, hogy az O BC haromszog koré irhatoé kor kdzéppontja P. Ez a kor azonban megegyezik az OBO,C hirnégyszog
koré irhato korrel, hiszen mindkét sokszognek csicsa O, B és C. Azt viszont a 4. allitas utan belattuk, hogy az OBO,C
koré irhatod kor kozéppontja az OO, szakasz felezGpontja. Tehat P felezi OO, -t.

7. allitas. A hozzairt korok kézéppontjai altal meghatarozott haromszog koré irhato korének sugara 2R.

Bizonyitas. Ha az O pontbol kétszeresére nagyitjuk a koré irhato kort, akkor a keletkezett 2R sugart kor az 5. allitas
miatt atmegy az O, Oy és O, pontok mindegyikén (5. dbra).



0,

5. dbra

(A 6. és 7. allitasokat a fentieknél egyszertibben belathatja az, aki ismeri a Feuerbach-kor tulajdonsagait — lasd pl.
[2], 69-70. oldal —, a 3. allitasbol ugyanis kévetkezik, hogy az 0,00, haromszog Feuerbach-kore megegyezik az ABC
haromszog koriilirt korével. Ebbgl pedig nemcsak 6. és 7. kovetkezik, hanem az is, hogy a kérilirt kér felezi a hozzdirt
korék kozéppontjai dltal meghatdrozott szakaszokat.)

A tovabbiakban a beirt és a hozzairt korok sugarait fejezziik ki az oldalakkal és a teriilettel. Ehhez elGszor meghata-
rozzuk ezen korok és az oldalegyenesek érintési pontjainak a haromszog csicsaitol valé tavolsagat. Jeloljiikk az érintési
pontokat a 6. dbrdn lathaté médon D, E, F', G, H, I-vel. Mivel egy kiils6 pontbol egy korhoz huzott két érintGszakasz
hossza egyenld, ezért AH = Al, BG = BI és CH = CG, tovibba a 6. dbra jeloléseinek megfeleléen AE = AF = «x,
BD=BF=yé CD=CFE =12

6. dbra

Azx4+y=c y+2z=aés z+x = b Osszefiiggésekbsl kovetkezik, hogy 2z + 2y + 22 = a + b+ ¢ = 2s, azaz
T+y+z=s,8sigy

(1) T =s—a, y=s—0b, z=s—c
A hozzairt korhoz huzott érintGszakaszokra pedig
2AH = AH + Al = (AC+ CG)+ (AB+ BG) = AC + AB + BC = 2s,
tehat
(2) AH = Al = s, BG =Bl =s—c, CH=CG=s-0.

8. allitas. T =71 -s=ry.(s —a) =rp(s — b) =r.(s — ¢).



Bizonyitas. Az ABC haromszog teriilete megegyezik az OAB, OBC és OC A haromszogek teriiletének Gsszegével.
cr a-r, b-r

E harom haromszog O-hoz tartozd magassagai r hossziak, igy teriileteik rendre — g 8o Ezeket 0sszeadva

kapjuk, hogy T =1r - s.
A hozzairt kor esetén azt kell felhasznalnunk, hogy az ABC haromszog teriilete megegyezik az O, AB és O,C A
haromszogek teriiletei dsszegének és az O, BC haromszog teriiletének kiilonbségével, azaz
re b-rq a-rgy

C.
T= 5 + 5 T3 =7.(s — a).

9. allitds. A beirt kor sugardnak reciproka megegyezik a hozzéirt korok sugaranak reciprokosszegével.

Bizonyitas. A 8. éllitas szerint

1 1 1 s—a+s—b+s—c_3s—(a+b+c)_s
re 1t re T T T T T

1
-

10. allitas (Héron képlete). T = /s(s — a)(s — b)(s — ¢).

Bizonyitas. A 6. dbrdn lathato OBF és BO,I haromszogek hasonloak, mert F-nél illetve I-nél derékszogiik van, a
kiils6 és a bels6 szogfelez6k merdlegessége miatt pedig OBF < és BO,I<t mersleges szari hegyesszogek. Ezért a két
haromszog megfelels oldalainak aranya megegyezik:

OF  BI
FB 10,
Ezt (1), (2) és a 8. allitas felhasznalasaval atalakitva:
r s—c T T
T azaz (s—b)(s—c)—r~ra—g~s_a,

amibsl T2 = s(s — a)(s — b)(s — ¢) adodik.
11. allitds. 4R =74 +1p + 7. — T
Bizonyitas. A 2. és a 8. allitas alapjan elegendd azt megmutatnunk, hogy
abc T T T T
3 _— = —_ —.
3) T s—a+s—b+s—c S
Mindkét oldalt T-vel szorozva és felhasznalva Héron képletét:

(4) abc=3s(s—=b)(s—c)+s(s—a)(s—c)+s(s—a)(s—b)—(s—a)(s=b)(s—c).

Ez az egyenlGség a jobb oldal atalakitasaval konnyen belathato:

[s—(s—a)}(s—b)(s—c)—ks(s—a)[(s—c)—I—(s—b)] =

=a- (a2—(b—c)2)+i((b+c)2—a2)-a:ia-élbc:abc.

=

Vagyis (4), s igy a vele ekvivalens (3) is igaz.
12. allitas. A haromszog koré irhaté kor sugara legalabb kétszerese a beirhat6 kor sugaranak.
Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy R > 2r, vagyis a 2. és 8. allitasokat felhasznélva azt, hogy
be T
(5) e
Szorozzuk meg mindkét oldalt T'/2-vel, alkalmazzuk Héron képletét és egyszertsitsiink a jobb oldalon s-sel:
abe
8
Irjuk at a bizonyitandé egyenl6tlenséget az (1) dsszefiiggéseket felhasznalva az x, y, 2 valtozokra:

y+2)ra)@ty)

> (s—a)(s=Db)(s—c).

3 Z Y
Ez viszont azonnal adodik a szamtani és mértani kézepek kozti
Y+ z z+

3:2\/2:1: és IT_Fyzw/xy

>
g = V¥E Ty

egyenl6tlenségek Osszeszorzasabol. Ezért az ezzel ekvivalens (5) egyenl6tlenség is teljesiil. Az is lathato, hogy egyenléség
csak akkor van, ha x = y = 2, azaz ha a haromszog szabéalyos.



Héron képletét valamint a szamtani és a mértani kdzepek kozti egyenlGtlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

s—a 5— s—o)\° 53 st
(6) Tzzs(s—a)(s—b)(s—c)§s<( )+ (s —b)+( )> —5. =2

3

(25)”
T
korlatos. Ez a tort minimalis értékét akkor veszi fel, ha (6)-ban egyenlGség van, tehat amikor a haromszog szabalyos.

Ebbdl azonnal adodik a kovetkezs két, szélsGértékekre vonatkozo allitas.

Vagyis minden haromszoégben igaz, hogy 123 < , azaz a keriilet négyzetének és a teriiletnek a hanyadosa alulrol

13. allitas. Adott teriiletli haromszogek koziil a szabalyosnak a legkisebb a kertilete.
14. allitas. Adott keriiletii haromszogek koziil a szabalyosnak a legnagyobb a teriilete.

A tovabbiakban a haromszog szogeinek és félszogeinek szogfiiggvényeit fejezziik ki az oldalakkal majd ezeknek a
képleteknek néhany alkalmazasat mutatjuk meg.
15. allitas.
tgg _ (s—b)(s—c), tgé _ (s—a)(s—c) . tgz _ (s—a)(s—b)'
2 s(s —a) 2 s(s —b) 2 s(s—c¢)
Bizonyitas. A 6. dbrdn lathatdo AFO derékszogt haromszog A-nal 16v6 szoge %. Ezért a 8. allitast, Héron képletét

és (1)-et felhasznalva:

OF r T _ Vs(s—a)(s—b)(s—c) _ (s—b)(s—c)'

a
tgg—ﬁ—;— s(s—a) s(s—a)

Az AFO héromszogben Pitagorasz tétele szerint

AO2:AF2+OF2:(s—a)2+Z—22=S;a[s(s—a)—i—(s—b)(s—c)} =
= Sisa[((b+c)2—a2)—|—(a2—(b—c) )} —ch;a

@
Ennek ismeretében a tangenshez hasonloan kifejezhetjiik ) szinuszat és koszinuszat is:

7) . a_ OF T ~s(s—a)(s—b)(s—0) (s=Db)(s—c¢)
YT U0 T s 40 —a =V be ’
a [s(s—a)
(8) cos 5 = AO o

Ezekbél a sin o = 2sin % cos % és a cos a = cos> 5 — sin? 5 trigonometrikus azonossagokat felhasznalva kapjuk, hogy

ami az ismert teriiletképlet adtrendezett alakja, valamint hogy

cosa = S(Sb; Q) _ (5= bl))is —9 _ 4i [((b—!— )’ — a®) — (a® — (b— c)z)} =

7b2+02—a2

5 , ami a koszinusztétel egy atrendezett alakja.
c

A tangenseket (feltéve, hogy a szo6g nem derékszog), a tge = Sy azonossag alapjan kifejezve egy kevésbé ismert
CoS ¥

Osszefiiggést kapunk:
(9) AT = tga(d® + ¢ — a*) = tg B(a® + & — b?) = tgy(a® + b* — 2).
Ebbél azonnal adédik, hogy
Brc2—a? a4+ -0 a4 —c2 a4+ c2

t t t = =
ctga + ctg B+ ctgy T + T + T T

Kovetkezs allitdsunk mar nem ilyen nyilvanvalo.




16. allitas. Ha a haromszog nem derékszogi, akkor
tga+tgf+tgy =tga-tgfs-tgny.
Bizonyitas. Felhasznalva (9)-et, azt kell megmutatnunk, hogy

ar . ar o oar
+c2—a2 a2—b2+c2  a?+b2—c2

6473
(b2 +c2—a?)(a?+c2—b%)(a? + 02— )

Ha a haromszog nem derékszogt, akkor ez ekvivalens a nevezékkel valo szorzés és 47-vel vald osztas utan kapott
(a®> + b =) (a® + =)+ (a®> + 02 =)V + 2 —a?) + (b + 2 —a?)(a® + & —b?) = 16T7
Osszefiiggéssel. A jobb oldalra beirva Héron képletét és mindkét oldalt rendezve:
(@®+b> =) -2+ (V¥ + P —a®)(@®+7 —b*) = [(b+ )’ — a*][a® — (b— c)z].

Atalakitva:
2°[(@®+ 0 =)+ (VP + P —a®)| + (¥ + P —a?)(a® -V —F) =

= (b + % — a® + 2bc)(a® — b* — 2 + 2bc),
40%°¢* + (b + 2 — a®)(a® — b — ¢?) =
(0* + 2 = a®)(a® = b* — %) 4 2bc[(b* + ¢ — a®) + (a® — b* — ¢?)] + 4b>c%.
Ez az azonossag bizonyitja allitasunkat.

A 15. allitast, a (7) és (8) képleteket (és megfelelGiket g és % szOgfliggvényeire) valamint Héron képletét felhasznalva

trivialis szamolassal kapjuk a kovetkezd azonossagokat.

17. allitas.

Q@ B v T
to— - tg = o tp L =
g2 g2 g2 32
« I} v s

gy gy 8y = 7
v T?

Lo f
sin—-sin—-sin - = ——
2 2 2 s - abe’

COSa COSB COSFY*S.T
2 2 2 abe’

Ezeket felhasznalva sok egyenlétlenség kdnnyen belathato, ezek koziil egyet mutatunk meg példaként.

1
18. allitas. sin% -sing ~sin% =4

Bizonyitas. A 17. allitas alapjan elegendd belatnunk, hogy

b
Héron képletét felhasznalva ez (s —a)(s—b)(s—¢) < % alakba is irhato. Ezt az egyenlGtlenséget viszont mar belattuk
a 12. allitas bizonyitasa soramn.
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