1. Adott a sikon 3n—1 pont, kozilik semelyik harom nem esik egqy egyenesre. Mutassuk meg, hogy taldlhato kézottik
2n pont, melyek konvex burka nem hdromszag.

I. Megoldas. Ha n = 1, akkor az Aallitds nyilvanvalo, n > 1 esetén pedig ekvivalens azzal, hogy talalhat6o 2n
pont, melyek konvex burkanak legalabb 4 csicsa van. Ha talalunk m > 2n pontot, melyek konvex burkanak legalabb
4 cstcsa van, azok koziill mar kdnnytszerrel elhagyhatunk m — 2n pontot gy, hogy a megmaradék konvex burkinak
még mindig legalabb 4 csicsa legyen.

Ha a pontok P halmazanak konvex burka nem haromszog, akkor a fenti megjegyzés értelmében készen is vagyunk.
Feltehets tehat, hogy P konvex burka egy A; B1Ch haromszog. Tegyiik fel, hogy valamely ¢ < n esetén az Aq, ..., A4;
pontokat mar definidltuk ugy, hogy minden j < 7 esetén a P \ {A1,...,A4;_1} ponthalmaz konvex burka éppen
az A;jB1C1 haromszog. A P\ {Ai1,...,A;} halmaznak legalabb 2n pontja van, ezért az el6bbi megéllapitasunkhoz
hasonléan feltehetjiik, hogy e halmaz konvex burka is egy haromszog. Ennek két cstcsa nyilvan By és C4, a harmadikat
Jeloljuk Ai+1—gyel.

Megallapithatjuk tehat, hogy ha nem taldlhaté a pontok kdzott 2n olyan, melyek konvex burka nem haromszog,
akkor létezik egy Aq, Aa, ..., A, pontsorozat P-ben ugy, hogy minden i < n esetén P\ {Aq,..., A;—1} konvex burka az
A; B1C1 haromszog. Hasonloan készithetjiik el a By, Ba, ..., By, és C1,Ca, ..., C, pontsorozatokat is. Az igy kapott 3n
pont kozott kell legyen kettd olyan, amelyik egybeesik. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy A; = By.
Ekkor a

P\{A1,As,..., A} \ {B1,Bs,...,B,} \ {C1}

ponthalmaznak legalabb n — 1 > 1 pontja van, és mindegyik bels6 pontja mind az A;B,C}, mind a ByA;C; harom-
szognek. Ez azonban lehetetlen, hiszen a két haromszognek nincs kdzos bels6 pontja. Ez az ellentmondéas igazolja az
allitast.

Megjegyzések. 1. Nem nehéz megmutatni, hogy a feladatban 3n — 1 helyébe 3n — 2 mar nem irhat6é. Valéban, legyen
A1B1C1 egy szabalyos haromszog, melynek kézéppontja O, és legyen A, B, C rendre az OA;, OB; és OC, szakaszok fe-
lez6pontja. Legyen ka, kp és kc egy-egy R sugard koriv, mely az A; és A, By és B, illetve C; és C pontokat koti Ossze.
Vegyiik fel a ka, kB, kc iveken az As,...,An, Ba,...,Bn_1 és Ca,...,Cr_1 pontokat. Ha n > 2 és R elég nagy, akkor a
P={A1,...,An,B1,...,Bn_1,C1,...,Cn_1} 3n — 2 elemi ponthalmazbol nem valaszthat6 ki 2n pont, melyek konvex burka
nem haromszog. Ha ugyanis R elég nagy, akkor minden A;A; egyenes elvalasztja egyméstol a By és C, pontokat. Ha tehat P
egy részhalmaza konvex burkanak csicsa az A; és A; pont is, akkor az Ay, ..., A, pontokon kiviil legfeljebb n— 1 tovabbi pontot
tartalmazhat, tehat legfeljebb 2n — 1 pontja lehet. Hasonloképpen okoskodhatunk akkor is, ha a konvex burok a B; vagy a C;
pontok koziil tartalmaz legalabb kett6t csticsként. Kovetkezésképpen P minden 2n elemt részhalmazanak konvex burka mind
az A;, mind a B; és ugyszintén a C; pontok koziil is csak egyet tartalmazhat csicsként, és igy sziikségképpen haromszog lesz.

2. Jelolje [z] az x valos szam f0ls6 egész részét, vagyis az z-nél nem kisebb egész szamok koziil a legkisebbet. Megmutathato,
hogy az alabbi erSsebb allitas is igaz.

Tegyiik fel, hogy n # 3, és adott a sikon [3n/2]—1 pont, melyek kozil semelyik hdrom nem esik egy egyenesre. Ekkor taldlhatd
kézottik n pont, melyek konver burka nem hdromszdg.

A kovetkezGkben erre az allitasra adunk még két bizonyitast. Jegyezziik meg, hogy a feltételnek csak akkor van értelme, ha
n pozitiv egész szam, és hogy n < 2 esetén az allitds nyilvan igaz. Ennek megfelelen a megoldasok soran feltessziik, hogy n > 3
egész szamot jelol. Paratlan n esetén a fenti konstrukcié apré modositasaval ellendrizhetjiik azt is, hogy ha a pontok szama
[3n/2] — 2, akkor az allitds mar nem marad igaz.

II. Megoldas. Tegyiik fel, hogy a P legalabb [3n/2] — 1 elemd &ltalanos helyzetd ponthalmaz nem tartalmaz
n pontot, melyek konvex burka nem haromszog. Legyen P konvex burka az ABC haromszog, és legyen A; = A. Az
els6 megoldasban ismertetett modon keészitsiik el az A1, A, ..., A, 21 sorozatot gy, hogy minden i < [n/2] esetén
P\ {Ai1,...,A;_1} konvex burka az A; BC haromszog legyen.

A

Rendezziik sorba az Aa, ..., Ap, /2] pontokat az A-bol nézve pozitiv irdnyban, és jeldlje koziiliik a két szélsot X
és Y. Az AX és AY egyenesek BC szakasszal alkotott metszéspontjat jeldlje X' és Y'. Az altalanossag megszoritésa
nélkiil feltehetjiik, hogy a B, X', Y’, C pontok ebben a sorrendben kdvetik egyméast a BC egyenesen. A BCX és BCY



héromszogek koziil valamelyik tartalmazza a masikat. Ezek koziil a kisebbik, melyet lefed a BY'Y” és C X X’ haromszo-
gek egyesitése, tartalmazza a P’ = P\ {A1, As, ..., A[, 21, B,C} legalabb n — 3 elemi ponthalmazt. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy P’ pontjainak legalabb a fele a BY'Y’ haromszdgbe esik (dbra). Véalasszunk ki
ezek kdziil [(n— 3)/2] pontot, ezek halmazét jeldlje P”. Tekintsiik végiil a @ = P” U{ Ay, As, ..., Af, /21, B} halmazt.
Q-nak [(n —3)/2] + [n/2] + 1 = n eleme van, és minden eleme az AY’'B haromszdgbe, vagy annak hatérara esik.
Ezért az A, Y, B pontok a Q halmaz konvex burkin helyezkednek el. A konvex buroknak tartalmaznia kell tovabba
a P’ halmaznak legalabb egy pontjét is, ami ellentmond az indirekt feltevésiinknek.

III. Megoldas. (Ez a megoldas Lippner Gdbortol szarmazik.) Akarcsak az els6 megoldasban, most is feltehetjiik,
hogy a pontok konvex burka egy ABC haromszog. Két olyan pontot, mely a haromszog belsejében fekszik, kossiink
Ossze egy piros, kék vagy zold szind szakasszal aszerint, hogy az altaluk meghatarozott egyenes a haromszog harom
oldala koziil melyiket nem metszi: az AB, a BC vagy a C'A oldalt. Jelolje rendre P, K és Z azon pontok halmazat,
melyekbdl indul ki piros, kék, illetve zold szinii szakasz. Az n > 4 feltevés miatt az ABC haromszog belsejében legalabb
2 pont helyezkedik el, és ezért a P U K U Z halmaz megegyezik a haromszog belsejében 1év6 pontok halmazaval, tehat
[3n/2] — 4 eleme van. Megmutatjuk, hogy a P, K, Z halmazok valamelyikének az elemszama legalabb n — 2. Ennek
igazolasdhoz készitsiik el a halmazok Venn-diagrammjat, ahol az egyes betiik a megfelel6 részhalmazok elemszamat
jelolik.

v
~

Ha mondjuk a # 0, akkor van olyan pont a haromszog belsejében, amelyet minden tovabbi ponttal piros szinii
szakasz kot Ossze, ekkor tehat
P =[3n/2] —4 > n—2,

hiszen n > 4. Feltehetjiik tehat, hogy a = b = ¢ = 0. Ez azt jelenti, hogy |[PUK UY| = 2 + y + y + v. Ha most
|IPl=y+z+wv, |[K|=2+4+2z+v és |Z]| =x+ y + v mindegyike kisebb lenne, mint n — 2, akkor Gsszegzés utan a

3n—8<2([3n/2] —4) =2z +y+z2+v) <|P|+|K|+]Z| <3(n—3)=3n—-9

egyenl6tlenséghez jutnank, ami lehetetlen.

Val6ban igaz tehat, hogy valamelyik halmaz elemszama legalabb n — 2. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy |P| > n—2 > 2. Tekintsiik a P’ = PU{A, B} legalabb n elemii halmazt, ennek konvex burka tartalmazza
az A és B cstucsokat. Legyen D € P, és tekintsiik P-nek egy olyan E pontjat, melyre a DFE szakasz piros. Mivel a DE
egyenes nem metszi az AB szakaszt, az E pont nem lehet az ABD haromszdg belsejében. Ezért P’ konvex burka nem
lehet haromszog. Mar csak annyit kell megjegyezniink, hogy ekkor P’-bél kivalaszthat6 egy n > 4 elem( részhalmaz,
melynek konvex burka szintén nem haromszog.

k
2. Legyen k > 3 egész szam, n > (3) Bizonyitandd, hogy ha a;, b;, ¢; (1 <1i<mn)3n darab kiloénbézé valds szdm,

k
akkor az a; + b;, a; + ¢;,b; + ¢; szdmok kozétt legalabb k + 1 kiillonbozd szam talalhato. Mutassuk meg, hogy n = (3)
esetén az dllitds nem feltétleniil igaz.

I. Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, vagyis az a; + b;, a; + ci, b; + ¢; szamok kozott legfeljebb k
kiilonb6z6 szam talalhato, ezek halmazat jelolje T'. Vilagos, hogy minden 1 < ¢ < n esetén az a; + b;, a; + ¢, b +¢;
szamok paronként kiilonbozék, vagyis T-nek egy 3-elemt részhalmazat alkotjak. Tovabba, ha a; +b; =z, a; +¢; =y
ésb;+c; =z, akkora; = (x+y—2)/2,bi=(x+z2—y)/2és ¢; = (y+ 2z —2)/2. Az {x,y, 2} halmaz ismeretében az
{a;,b;, ¢;} halmaz tehat egyértelmtien meghatarozhato. Minthogy

(3)=() <

léteznek 1 < i < j < n indexek gy, hogy {a;, b;, c;} = {a;,b;,c;}, ami azonban lehetetlen.
. k
A masodik allitas bizonyitasahoz tekintsiik a T = {t1,to,. .., } halmazt, ahol ¢; = 4". Legyen n = (3), és jelolje

T1,T5,...,T, a T halmaz 3-elemd részhalmazait. Ha T; = {4%,4Y,4"}, ahol 1 < u < v < w < k egész szamok, akkor
legyen a; = (4% +4% —4%) /2, b; = (4% + 4% —4Y)/2 és ¢; = (4" + 4" — 4") /2, ekkor nyilvan a; + b;,a; + ¢;, b, +¢; € T.
Ezért elegend6 megmutatni, hogy az a;, b;,¢; (1 < ¢ < n) szamok mind kiilénbozsk.



a; = b; vagy a; = c; semmilyen ¢,j esetén nem &llhat fenn, hiszen az a; szdmok mind negativak, mig a b;, c;
szamok mind pozitivak. Az sem lehet, hogy b; = c;, hiszen a b; szdmok mindegyike valamelyik (2272 2%7!) alaki
intervallumba esik, mig a ¢; szamok mindegyike valamelyik (22°7', 22%) alaku intervallumba esik, ahol 3 < s < k egész
szam.

Legyen most T; = {4%,47,4%} és T; = {4%,4Y,4°}, ahol 1 <u<v<w <k és 1<z <y <z <k egész szamok.
Tegyiik fel, hogy ¢; = ¢;, ekkor

4 + 4% — 4" =4Y + 47 — 4%,
Mivel 4% < 49 4 4% — 4% < 4¥F1 g5 47 < 4Y 4 47 — 4% < 471 ez csak ugy lehet, ha w = z, kovetkezésképpen
4Y — 4% = 4Y — 47 Ttt 4V < 4Y — 4% <4V es 4V < 4Y — 4T < 4Y, ezért az egyenlGség csak ugy allhat fenn, ha v =y,
és ekkor sziikségképpen u = x, i = j is igaz. A ¢; szamok tehat mind kiilonb6zsk.

Ugyanilyen gondolatmenettel megéllapithatjuk azt is, hogy mind az a; szdmok, mind a b; szamok kiilénbozsk,
amivel a bizonyitas végére értiink.

II. Megoldas. A feladat els6 részére mutatunk egy maésik indoklast, ez Kiss DemetertSl szarmazik. Tegyiik fel
ismét, hogy az allitassal ellentétben a 3n Osszeg kozott legfeljebb k kiilonb6z6 szam taladlhato. Ekkor ezek koziil

3 k-1
valamelyik, jeloljiik ezt a-val, legalabb ?n > ( 9 ) alkalommal fordul el6. Ha valamilyen i-re az a; + b;, b; + ¢; és

a; +c; 6sszegek koziil kettd is egyenl lenne a-val, akkor az a;, b;, ¢; szamok kozott lenne két megegyezs. Az altalanossag

megszoritasa nélkiil feltehetjiik tehat, hogy minden 1 <7 < ( ; > + 1 esetén az a; + b;, b; + ¢; és a; + ¢; Osszegek
-1

koziil pontosan egy lesz a-val egyenld. Az ezen Osszegek koziil fennmarado 2 ( 9 + 1) Osszeg most mar csak

k — 1 kiilonbo6z6 értéket vehet fel, van tehat egy olyan érték, jeloljiik ezt b-vel, amely legalabb

2<<k;1>+1>/(k—1)>k—2

alkalommal fordul el§. Az el6z6 okoskodashoz hasonléan tehat feltehetjiik, hogy minden 1 < i < k—1 esetén az a; + b;,
b; + ¢; és a; + ¢; Osszegek kozil az egyik a-val, egy masik pedig b-vel egyenls. A még megmarado k — 1 Gsszeg pedig
mar csak legfeljebb k — 2 kiilonb6z6 értéket vehet fel, lesz tehat koztiik ketts, amelyik megegyezik. Ekkor azonban az
ezekhez tartoz6 a;, b;, ¢; szdmharmasok is megegyeznek, mely ellentmondéas bizonyitja az allitast.

A tovabbiakban a feladat masodik részére mutatunk tébb megoldést.
ITI. Megoldas. Tekintsiik a 7' = {t1,ts,...,tx} halmazt, ahol t; = 3°. Legyen {z,y, 2} és {u,v,w} az {1,2,...k}
halmaz két 3-elemii részhalmaza. Az I. megoldashoz hasonléan, annyit kell csak megmutatnunk, hogy ha
3 +3Y -3 343V -3¥
2 B 2 ’

akkor a két részhalmaz szitkségképpen megegyezik, és z = w. Valoban, ekkor 3* +3Y+3% =3 +3"+3°* = A. Haaz A
szamot harmas szidmrendszerben irjuk fel, akkor annak 0-t6l kiillonb6z8 szamjegyei kozott vagy harom 1-es, vagy egy
1-es és egy 2-es szamjegy szerepel, hiszen © = y = w nem lehetséges. A feliras egyértelmiisége miatt az els§ esetben
{z,y,w} és {u,v,2} az {1,2,...k} halmaznak ugyanaz a 3-elemd részhalmaza. Mivel z,y # z, ebb6l w = z, majd
{z,y} = {u,v} is kovetkezik, ahogyan azt bizonyitani kivantuk. A masodik esetben azt kapnéank, hogy {z,y,w} és
{u,v, 2z} az {1,2,...k} halmaznak ugyanaz a 2-elemi részhalmaza. Mivel = # y, ez meg kellene egyezzen az {z,y}
halmazzal, ahonnan z € {x,y} kovetkezne, ami nem lehetséges.

IV. Megoldas. Ahogyan azt az eddigi megoldésok is sugalljak, elegend6 azt megmutatni, hogy minden & pozitiv
egész esetén létezik egy olyan Ty = {t1,t2,...,tx} halmaz, melyre ¢, + t, +t. = t, + ¢, + t,, akkor és csak akkor
teljesiil, ha az z, y, z szdmok valamilyen sorrendben megegyeznek az u, v, w szdmokkal. Valéban, ekkor nem nehéz

k
megmutatni, hogy a (t; +t, — t,)/2 alakban felirhato 3(3) szam (ahol {z,y,z} az {1,2,...k} halmaz tetszleges

3-elemt részhalmaza) mind kiilonb6zé.

Ha k = 1 akkor a ¢t; = 1 valasztas nyilvin megfelels. Elegendé megmutatni azt, hogy létezik olyan végtelen
t1,to,...,t;, ... sorozat, hogy minden ¢ > 2 esetén ¢; nem irhato6 fel r1¢; + ... + r;_1t;—1 alakban, ahol rq,...7;,1
racionalis szamok. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik ilyen sorozat, tekintsiik a T}, halmazt, és tegyiik fel, hogy t,+t,+t. =
ty + ty + ty teljesiil valamilyen 1 < z,y, z,u,v,w < k esetén. Legyen i az x, y, 2z, u, v, w indexek kozott el6forduld
legnagyobb szam. Ha most ¢; nem ugyanannyiszor szerepelne az egyenldség két oldalan, akkor atrendezés utan egy
t; =rit1 +...+r;—1t;—1 alakt egyenlGséghez jutnank. Ezért ¢ ugyanannyiszor szerepel az z, y, z szamok kodzott, mint
az u, v, w szdmok kozott. Mindkeét oldalrdl elhagyva a t;-vel egyenld tagokat, és az el6bbi lépést megismételve végiil
azt kapjuk, hogy az x, y, z szdmok valamilyen sorrendben valéban megegyeznek az u, v, w szdmokkal.

Tegyiik fel tehat, hogy k > 1, és a t1,...,tx—1 szdmokat mar meghataroztuk a fenti kivinalomnak megfelelGen.
Ekkor az r1t1 + ...+ rp_1tx—1 alakban felirhat6é szamok halmaza megszamlalhatoéan végtelen, mig az Osszes valds szam



halmaza nem az, létezik tehat olyan ¢ valés szam, mely nem irhato fel r1t; + ... 4+ rp_1tx—1 alakban. Ezért a kivant
tulajdonsagu sorozat létezése azonnal kdvetkezik a teljes indukcié elvébdl.

Megjegyzések. 1. Az el6z6 megoldasban nem konstruktiv modon igazoltuk egy alkalmas ¢i1,t2,...,%;,... sorozat létezését.
Megmutathato, hogy példaul a t; = \/p; valasztéassal, ahol p; az i-edik pozitiv primszamot jeloli, megfelel§ sorozathoz jutunk.
Ennek bizonyitdsa azonban mar tdl messzire vezetne.

2. Ahogyan azt Kocsis Albert Tihamér észrevette, a feladat atalanosithaté a kovetkez6 modon. Legyenek k& > ¢ > 3 egész

t
k
szamok, n > <t> Ha a;1,ai2,...,ait (1 <i < n) tn kilonbozs valos szam, akkor a Zai —ar (1 <i<n,1<k<t)szamok
i=1

k
kozott legalabb k 4 1 kiilonb6z6 szam taladlhato, n = . esetén pedig ez nem mindig van igy. Ennek igazolasat az olvaso

konnyen elvégezheti, nincsen sziikség hozza alapvetGen Gj gondolatra.

k
3. Merében mas a helyzet, ha kéttagi osszegeknél maradunk. Vilagos, hogy ha k > 3 egész szam, n > 3] és ay, by, ci, d;

(1 <i < n) 4n kiilonb6z6 valés szam, akkor az a; + bi, a; + ¢, ai + ds, by + ¢, bi + di, ¢; + d; 6sszegek kozott legalabb k + 1
kiilonboz6 szam talalhato. Megleps modon ez az allitas lényegesen nem javithat6. Erdemes elgondolkozni a kovetkezé feladaton:

k k
minden k > 3 egész szamra létezik 4 3) kiilonb6z6 valos szdm, aq, bi, ¢i, di |1 <1< <3>> agy, hogy az a; + b;, a; + ¢,
a; + di, by + ci, by + di, ci + d; Osszegek kozott legfeljebb 2k kiilonb6zd szam talalhaté.

3. Egy négyzetracsban tekintsiink egy adott haromszéghdz hasonlo legkisebb teriiletd racshdromszéget. Bizonyitsuk,
hogy korilirt kérének kozéppontja nem rdcspont.

I. Megoldas. (Gerencsér Baldzs megoldésa.) Tekintstink egy olyan racsharomszoget, melynek korilirt korének ko-
zéppontja is racspont. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy az egyik csticspont (A) az origo. Legyenek
a masik két csucs koordinatai B = (a,b) és C' = (¢, d), a koriilirt kor kézéppontjaé pedig O = (z,y).

Az OA és OB szakaszok egyenlGségéb6l a Pitagorasz tétel alapjan nyerjiik, hogy =2 4 y* = (a — :C)2 +0-y)
ahonnan leolvashato, hogy a? + b2, és igy a + b és a — b is paros szamok. Hasonloképpen kapjuk, hogy ¢ +d és ¢ — d is
paros szamok.

Tekintsiik most az A1 B1C1 racsharomszoget, ahol

a+b a—> ) c+d c—d
A1=A, Blz( 5 N 5 ) es Clz( 5 N B )

2
’

Ebben a haromszogben

— 2 a+b 2 a—0b\> a? + b2 E2
A1 By —( 5 ) +< 5 ) = 5 =5
— 2 c+d\? c—d\? 2+ A_C'2
A = = =

1Ch ( 5 ) —|—< 5 ) 5 5

- <w)2+<a—b_c+d)2_ (a—0)?+ (b—d)° :B_C%

—2
B —
14 2 2 2 2

Az Ay B;C, héaromszog oldalai tehat rendre megegyeznek az ABC haromszdg megfelels oldalainak v/2-ed részével, a
két haromszog ennek megfelelGen hasonlé. Ilyen médon talaltunk egy, az ABC haromszoghoz hasonlo, annal kisebb
teriilet racsharomszoget. Ez bizonyitja az allitést.

II. Megoldas. Tegyiik fel, hogy egy H racsharomszog koriilirt korének O kozéppontja is racspont. Legyenek az
egyik oldalvektor koordinatai (x,y), az O pontbol a szoban forgo oldal cstcsaiba mutatd vektorok koordinéatéai pedig
(a,b), illetve (¢, d). Ekkor a, b, ¢, d, x, y egész szamok, melyekre a Pitagorasz tétel alapjan

P+ =(a—c)’+(b—d)? = (a®>+b>) + (& + d?) — 2(ac + bd)

teljesiil. Mivel a® 4 b = ¢ + d? (a koriilirt kdr sugaranak négyzete), 2> + 2, és igy (z +y)° is péaros szam. Kovetke-

zésképpen x + y és x — y is paros szamok.

T—Yy T+Y
V2 V2

) vektorhoz jutunk, melynek mindkét koordinataja egész

Ha az (z,y) vektort az origo koriil 45°-0s szoggel elforgatjuk pozitiv irdnyba, akkor az < > vektort

Ty Tty
2 )

1
kapjuk, ezt — aranyban nagyitva pedig az (

V2

1
Megallapithatjuk tehat, hogy H-t barmely csicsa koriili 45°-os szoggel torténd E aranyu forgatva nyujtas egy

Szam.

hozza hasonld, &m néla kisebb racsharomszogbe viszi. Ez bizonyitja az allitast.



Megjegyzés. Bontsunk fel egy htirsokszoget valamely csiicsabdl indulé atléinak segitségével haromszogekre. Mivel ezen ha-
romszogek koriilirt koreinek ugyanaz a kozéppontja, ez a megoldas mutatja azt is, hogy a feladat allitdsa haromszog helyett
tetsz6leges htrsokszogre is igaz.



