oldani:

Melyik sorozatok teljesitik a kovetkezdket:

1) a, szigorian monoton névekvd;

2(12

3) a sorozat minden tagja egész; végiil

(1)

(2)

(3)

(4) anm = anGm, valahdnyszor (n,m) = 1, vagy szavakkal: a sorozat nm-edik tagja az n-edik és m-edik tag szorzata,
valahdnyszor n és m relativ primek.

Az a, = n sorozat nyilvan kielégiti a feltételeket. Némi probélkozas utédn az az érzésiink, hogy mas sorozat nem
felel meg. Az mindenesetre vilagos, hogy a; = 1, hiszen 2 = as = ajas = 2a;. EbbG, és a sorozat monotonitasabol
kovetkezik, hogy a sorozat minden tagja pozitiv egész. Igy a, > n minden n-re, hiszen a, a sorozat n-edik tagja, és
(1) szerint a sorozat minden tagja kiilonb6z6. Ha pedig valamely k-ra ap > k, akkor minden k-nal nagyobb n-re is
an, > n. Elég tehat végtelen sok olyan k-t mutatni, amelyre ay = k, ebb6l mar kovetkezik, hogy minden n-re a,, = n.

Valéjaban csak az els6 1épés nehéz, tudniillik annak belatasa, hogy a3 = 3. Ha ugyanis ezt be tudjuk latni, akkor
ag = azaz = 2 -3 = 6 (mert 2 és 3 relativ primek). Ebbdl kovetkezik, hogy minden hatnal kisebb n-re is a,, = n. De
asp = asag = 5 -6 = 30, mert 5 és 6 relativ primek, s ekkor minden harmincnal kisebb n-re is a,, = n. Altalaban is
igaz, hogy ha aj, = k, akkor ax_1 = k — 1, masrészt k — 1 és k relativ primek, tehat a1y, = ar—10x = (k — 1)k. Ezt
az eljarast minden hataron tul folytatva kapunk végtelen sok olyan n-et, amelyre a,, = n, tehat minden n-re a,, = n.
(Erdemes megjegyezni, hogy sziikség van az az = 3 egyenldségre is, a; = 1 és ap = 2 ugyanis még nem elég ahhoz,
hogy ,elinduljon" az eljaras, ilyenkor k = 2 és (k — 1)k nem nagyobb k-nél.)

Elég tehat azt belatni, hogy as = 3. Ez a legegyszertibben talan a kovetkezéképp torténhet:

asas = a15 < a18 = agas = 2a9 < 2a19 = 2a2a5 = 4as,

ahonnan as > 0 miatt kovetkezik, hogy as < 4. Masrészt lattuk, hogy as > 3, tehat as = 3.

Ezzel befejestiik annak bizonyitasat, hogy az (1)—(4) feltételeket egyetlen sorozat elégiti ki: az a,, = n sorozat. (A
bizonyitas Paulin Danielté] szarmazik.)

A bizonyitott allitdst mas formaban is kimondhatjuk. Nevezziik szdmelméleti fliggvénynek az olyan valds értéki
fliggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza. Ilyen szamelméleti fliggvény példaul

d(n), ami n (pozitiv) osztoinak a szamat jeloli,

o(n), ami n (pozitiv) osztéinak Gsszegét jeloli,

©(n), ami az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szaméat jeloli.

Ismeretes, hogy d(n)-t agy lehet kiszamolni, hogy tekintjiik n primtényezGs felbontésaban az egyes primek kitevgjét,
mindegyikhez hozzdadunk egyet, majd az igy kapott szamokat Osszeszorozzuk. Ebbd&l kovetkezik, hogy ha n és m
primtényezdi kiilonbozoek, vagyis n és m relativ primek, akkor d(n)d(m) = d(nm). (Ha viszont n és m nem relativ
primek, tehat van kozos primtényez§jiik, akkor d(n)d(m) > d(nm). Ha ugyanis n és m primtényez6s felbontasaban
e prim kitevGje a illetve b, akkor nm-ben a + b, igy e prim ,adaléka" d(n)d(m)-ben (a + 1)(b+ 1), mig d(nm)-ben
a+ b+ 1. Marpedig ha a és b pozitiv, akkor (a +1)(b+1) >a+b+1.)

Nem sokkal nehezebb belatni, hogy a o(n) fliggvényre is teljesiil, hogy o(n)o(m) = o(nm), ha n és m relativ primek.
Ehhez mindossze annyit kell meggondolni, hogy ha n és m relativ primek és d osztdja nm-nek, akkor egyértelmiien
irhato fel d = dids alakban, ahol d; osztdja n-nek, ds pedig m-nek. (Megint igaz, hogy ha n és m nem relativ primek,
akkor o(n)o(m) > o(nm).)

Azokat a szamelméleti fliggvényeket, amelyekre f(n)f(m) = f(nm), ha n és m relativ primek, multiplikativ fiigg-
vényeknek nevezziik.

Nehezebb annak bizonyitasa, hogy a harmadikként emlitett ¢(n) fiiggvény is multiplikativ. A szamelméletben még
sok mas multiplikativ fliggvényt is hasznalnak. Az ilyen fliggvények aranylag jol kezelhetGek, mert minden értékiiket ki
tudjuk szamitani, ha ismerjiik értékiiket minden olyan n-re, amely valamely primszam hatvanya. Igy példaul konnyen
kiszamolhato, hogy ha p prim, akkor

pa+1 -1
Ebbdl a o fiiggvény multiplikativitasa miatt kovetkezik, hogy ha
n=pypy*-ppt,
akkor
pflthl -1 pgzﬂLl -1 pgk-l-l -1

a(n) = .
() p1—1 p2 —1 pr— 1



Segit a multiplikativitas a o fiiggvény értékének meghatarozasanal is. Ha p prim, akkor ¢(p®) = p® — p®~ !, hiszen
p*-hoz pontosan azok a néala kisebb pozitiv egészek relativ primek, amelyek nem oszthatok p-vel, s ezekbdl pontosan

1
p*~! van. Tehat ¢(p®) = p® (1 — —). Ebb6l, tovabba abbol, hogy ¢ multiplikativ, kovetkezik, hogy ha n = p®q®,
p
1 1
ahol p és ¢ kiilonbdz6 primek, akkor ¢(n) = p®¢® <1 5 (1 — a), és altalaban is, ha n primosztoi pi1, pe, .- -, Pk,

1 1
akkor p(n) =n <1 — —> <1 — —> e <1 — —> Ezt egyébként kozvetleniil, a logikai szita modszerével is be lehet
P p2 Pk
latni.
Visszatérve a versenyfeladatra, az tehat a kovetkezd allitas igazolasat kivanta:
1. tétel. Ha az a(n) multiplikativ szdmelméleti fiiggvény minden értéke egész és szigortian monoton névekszik,
tovabba a(2) = 2, akkor minden n-re a(n) = n.

A fent emlitett harom fliggvényrdl konnyen lathatd, hogy nem monotonak: az osztok szdma minden primszamra 2,
ha viszont n > 2 péaros, akkor legalabb harom oszt6ja van. Minthogy primbdél is, paros szambol is végtelen sok van, a
d(n) figgvény nem monoton.

Hasonloéan deriil ki az is, hogy o(n) sem monoton. Ha p primszam, akkor o(p) = p + 1. Méasrészt a p — 1 szamnak
osztdja 1, 2 és p — 1 (ha p > 3, akkor e harom szam kiilénb6z6 is), és p + 1-nek osztéja 1,2,p + 1 (e harom szam is
kiilonb6z6), tehat o(p — 1) > p+ 2 és o(p + 1) > p + 4, mindketts nagyobb o(p) = p + 1-nél, igy a o fiiggvény sem
monoton.

A ¢ fiiggvény sem monoton, ezt is a primszdmok segitségével lathatjuk be: ha p prim, akkor minden néla kisebb
pozitiv egész relativ prim hozza, mésrészt ha p > 2, akkor p paratlan, tehat p —1is, p+ 1 is paros, igy a paros szdmok

-1 1
b ésp(p+1) < 2%, mindketts kisebb ¢(p) = p — 1-nél, ha

nem relativ primek egyikhez sem. Ezért ¢(p — 1) <

p> 3.

Az 1. tétel bizonyitasa soran tobbszor is kihasznaltuk, hogy az a,, sorozat szigortian monoton és tagjai egész szamok,
vagyis azt a feltételt, hogy az a(n) szamelméleti fliggvény szigorian monoton és értékei egészek. Felmeriil a kérdeés,
hogy nem lehet-e gyengiteni e két kikdtésen. Tekintsiik elGszor a monotonitast. Lattuk, hogy vannak egyaltalan nem
monoton multiplikativ szamelméleti fiiggvények. De vajon van-e monoton, &m nem szigorian monoton multiplikativ
szamelméleti fiiggvény? Ez bizonyitasunkbol nem deriil ki, mi ugyanis mér a(3) = 3 bizonyitasanal is hasznaltuk, hogy
a fliggvény szigorian monoton. Az egyszertd monotonitasbol csak az jon ki, hogy a(3) értéke a(2) = 2, 3 vagy 4. Elgszor
megmutatjuk, hogyan lehet kizarni az a(2) = a(3) esetet.

Tegyiik fel tehat, hogy a(2) = a(3) = 2. Minthogy 2 és 7, 3 és 5 relativ primek, és a(n) monoton ng, ezért
a(2)a(7) = a(14) < a(15) = a(3)a(5). Itt a(2) = a(3) > 0, ezért a(7) < a(5). Mivel a(n) monoton né, igy a(7) = a(5).
A monotonitasbol az is kévetkezik, hogy mindketts egyenlé a(6)-tal is, ami viszont az a fliggvény multiplikativitasa
miatt egyenls a(2)a(3) = 4-gyel.

A kovetkez6 lépésben azt mutatjuk meg, hogy a(10) = a(21) = 8. Ehhez hasznaljuk, hogy 2 és 5, illetve 3 és 7
relativ primek: a(10) = a(2)a(5) = 8 = a(3)a(7) = a(21). Kovetkezésképp minden 10 és 21 kozotti i-re is a(i) = 8.
Végiil megmutatjuk, hogy a(22) = a(60) = 16: a(22) = a(2)a(11) = 16 = a(3)a(20) = a(60) (mert 2 és 11, illetve 3
és 20 relativ primek). De akkor minden 22 és 60 kozotti i-re is a(i) = 16, igy ¢ = 55-re is. Viszont a(55) = a(5)a(11),
mert 5 és 11 relativ primek, és a(5) = 4, a(11) = 8, vagyis a(55) = 32, ami ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy ha a
multiplikativ és monoton ng, akkor a(2) < a(3). A bizonyitasban nem hasznaltuk, hogy a(2) = 2, csak azt, hogy a(2)
pozitiv és nem 1. Azt sem hasznéltuk, hogy a értékei egészek.

Hasonld modszerrel 1lathato be az is, hogy ha az a fiiggvény multiplikativ és monoton ng, akkor egyaltalan nincs
olyan k, amelyre a(k) = a(k + 1). Tegyiik fel, hogy mégis van ilyen k. Ha k = 1, azaz a(1) = a(2), akkor a(3) =
a(l)a(3) = a(2)a(3) = a(6), s igy a(3) = a(4) = a(5) = a(6). Feltehets tehat, hogy k > 1.

Tegyiik fel tehat, hogy a(k) = a(k + 1) = a > 0 valamely 1-nél nagyobb k egészre. A k = 2 esetre alkalmazott
modszer szerint jarunk el most is: a multiplikativitasbol és a monotonitasboél kovetkezik, hogy

a(k)a(k* +k+1) = a(k® + k> + k) < a(k® + 2k* — 1) = a(k + Da(k* + k — 1),

mert k2 + k + 1 és k relativ primek (mert k% + k oszthato k-val, igy az eggyel nagyobb szammal nincs 1-nél nagyobb
kozos osztoja), illetve k + 1 és K2+ k—11is (ugyanigy: k + 1 | k% + k, ezért az eggyel kisebb szammal nincs 1-nél
nagyobb kozos osztoja). Leosztva a(k) = a(k + 1)-gyel (ami pozitiv) azt kapjuk, hogy a(k® + k — 1) = a(k* + k + 1).
De akkor a monotonitas miatt mindketts megegyezik a koztiik levs a(k? + k)-val. Ez viszont a multiplikativitas miatt
éppen a(k)a(k + 1) = o®. Azt kaptuk, hogy ha

P 4+k—-1<i<k®+k+1, akkor a(i)=a’

Az eljarast a k = 2 esethez hasonloan folytatjuk. Nyilvan k és k? + k — 1 is relativ primek és k + 1 és k> + k + 1 is
relativ primek. De akkor az a fliggvény multiplikativitdsa miatt

a(k®* + k> —k) = a(k)a(k® +k—1) = = a(k + Da(k® + k + 1) = a(k® + 2k* + 2k + 1),



a monotonitas miatt pedig igaz, hogy
ha K3+ k% —k<i<k®+2k*+2k+1, akkor a(i)=a’.
Ebbgl minket csak annyi érdekel (mert erre lesz egyszeri teljes indukciét alkalmazni), hogy
ha K +E2—1<i<k+2k +k+1, akkor a(i)=a’

Ez ilyen alakba is frhat6: ha k?(k+1)—1 < i < k(k + 1)* 41, akkor a(i) = o®. Most (j-re vonatkozo) teljes indukci6val
megmutatjuk, hogy altalaban is igaz, hogy

(%) ha K (k+1)—1<i<(k+1)7k+1, akkor a(i)=a’*".

A k = 2 esetben ugyanis a bizonyitas lényege az volt, hogy ha ezt az eljarast elég sokszor ismételjiik, tehat j elég nagy
(k = 2 esetben ehhez négy lépésre volt sziikség), akkor az o/ Tlre és o/ T2re kapott intervallum egymaésba ér, s ez
a # 1 esetén ellentmondas.

j = 1,2-re mar bizonyitottuk az allitast. Tegyiik fel, hogy j = l-re igaz a (x) allitas, tehat a(kl(k +1)-1) =
a((k+ D'k + 1) = ot Most is igaz, hogy k és k!(k 4 1) — 1 relativ primek, hiszen k'(k + 1) oszthato k-val, az eggyel
kisebb szdmnak tehat nem lehet 1-nél nagyobb kozos osztoja k-val; ugyanigy k + 1 és (k + 1)’k + 1 is relativ primek.
Hasznalhatjuk a multiplikativitast:

a(k (k+1) — k) = alk)a(k'(k+1) = 1) = o2 =a(k + Da((k + D'k + 1) =
=a(tk+ 1)k +k+1).

A monotonitasbol adodik, hogy minden k't (k+1) — k és (k + 1)k + k + 1 kozotti i-re is a(i) = o/ 2. Nekiink azt
kell bizonyitanunk, hogy ez minden k"1 (k+1)—1 és (k + 1)k + 1 kdzotti i-re igaz. Mivel e két hatar K (k+1) —k
és (k+ 1)l+1k + k + 1 k6z6tt van, a bizonyitast befejestiik.

Most mar elég annyit belatnunk, hogy ha j elég nagy, akkor az o/ ™ -re és o/ T2-re kapott intervallum egymdsba ér,
azaz az utobbi intervallum als6 végpontja kisebb az elbbi felss végpontjanal: k7T (k4 1) — 1 < (k + 1)’k + 1. Ennél
kissé erGsebb allitast bizonyitunk, nevezetesen azt, hogy k' (k+1) < (k + 1)’ k, ha j elég nagy. Ezt az egyenlGtlenséget
atrendezve azt kapjuk, hogy k + 1 < (1 + 1/k)’. Itt k rogzitett szam, 1 + 1/k egynél nagyobb szam, tehat hatvanyai
tetsz6leges szamnal, igy k-nal is nagyobbak lesznek, ha a j kitevs elég nagyEl Ezzel belattuk, hogy az o/ T'-re és o/ T2-re
kapott intervallum egymasba ér, azaz o/ ™' = o/, Ez csak akkor nem ellentmondas, ha o = 1. Ekkor viszont a (x)
allitas szerint végtelen sok i-re a(i) = 1. A monotonitasbol pedig kovetkezik, hogy ekkor minden i-re a(i) = 1. Igaz
tehat a kovetkezd tétel:

2. tétel. Ha a mindig pozitiv a(n) szamelméleti fiiggvény multiplikativ és monoton né, de nem szigortian monoton,
akkor a(n) = 1 minden n-re.

A bizonyitasban nem kellett kihasznalni, hogy a(n) fliggvény értékei egészek. Felmeriil tehat a kérdés, hogy az
1. tételben sziikség van-e erre a kikotésre. Az a bizonyitas, amit adtunk ra, kihasznalja ezt a feltételt egyrészt akkor,
amikor a(n) szigori monotonitasabol arra kovetkeztettiink, hogy a(n) > n, masrészt ott, hogy a(4) < 4-bél a(3) = 3
kovetkezik. Ezért els6 pillanatban talan meglepd, hogy mégis elhagyhato a feltétel, igaz ugyanis a kovetkezs, ERDOS
PALt6l szarmazo tétel:

3. tétel. Ha az a(n) multiplikativ szamelméleti fiiggvény monoton névekszik, tovabba a(2) = 2, akkor minden n-re
a(n) = n.

A bizonyitas gondolatmenetét elészor egy egyszertibb eseten szemléltetjiik: feltessziik, hogy a(n)a(m) = a(nm)
minden pozitiv egész n-re és m-re fennéll, nemcsak akkor, ha n és m relativ prim. Az ilyen szamelméleti fiiggvé-
nyeket totdlisan multiplikativ szamelméleti fiiggvénynek nevezziik. Ezekbdl is végtelen sok van: minden prim helyen
tetsz6legesen adhatjuk meg az értékét, abbol viszont mar az dsszes tobbi helyen felvett értéke kiszamithato.

Tegyiik fel tehat, hogy a totalisan multiplikativ és a(2) = 2. Az erdsebb feltételiink szerint a(4) = a(2)a(2) = 4,
a(8) = a(4)a(2) = 8, és teljes indukcioval a(2?) = 27. Ugyanigy igazolhato tetszoleges c pozitiv egészre, hogy

a(¢) = a(e).
Masrészt ha 2! < ¢ < 2! akkor a monotonitas miatt a(2') < a(¢?) < a(2!!). Ebbol kivetkezik, hogy
ha 2/ < <21 akkor 2' <a(c)! <2t

Az el6bbi egyenl6tlenséget irjuk 27! > ¢/ > 2771 alakba, és szorozzuk Gssze az utobbival. Igy azt kapjuk, hogy

< () <

'Ha z > 1, tehat # = 1+ h és h > 0, akkor az ugynevezett Bernoulli-egyenl6tlenség szerint (1 + h)? > 1+ hj (ami j-re vonatkozo teljes
indukcioval bizonyithato). Eszerint j > (k — 1)/h esetén x7 > k. Kés6bb tetszéleges A konstansra fogjuk hasznéalni, hogy ha j elég nagy,
akkor 7 > A, azaz x7 ,minden hatéron tal ns".




Emlitettiik mar, hogy ha egy szém 1-nél nagyobb, akkor a hatvanyai minden hatdron tul nének, ha tehit a(c) > c,

j j
akkor elég nagy j-re (@) nagyobb lesz ketténél. Ha viszont ¢ > a(c), akkor (%) lesz nagyobb ketténél elég

J
nagy j-re, tehat (&> kisebb lesz %—nél. A fenti egyenl6tlenség mindkettSt kizarja, igy az az egyetlen eset marad,
c
hogy a(c) = c.
Ezzel mar belattuk a kovetkezGt:

Ha az a(n) totdlisan multiplikativ szamelméleti figguvény monoton névekszik, tovabbd a(2) = 2, akkor minden n-re
a(n) = n.

Ha az a fiiggvény multiplikativ, de nem totalisan multiplikativ, akkor a fenti bizonyitdsban megakadunk annél a
pontnal, hogy a(2’) = 27 és a(¢’) = a(c)’, ez ugyanis kizvetleniil nem bizonyithat6. Ha azonban az el6z6 bizonyitast
végignézziik, taldlunk egy kiutat.

. . 1 J
A bizonyitas annak belatdsan mult, hogy ha 2! < ¢/ < 21*1 akkor 2! < a(c)’ < 2'*1, mert ekkor 3 < (ﬁ) <2,
c

és az 1 kivételével minden pozitiv szdm j-edik hatvanya vagy minden hataron tdl né, vagy a reciprokara igaz ugyanez.
Ez viszont azt is jelenti, hogy az utébbi egyenl6tlenségben % és 2 helyett tetszdleges pozitiv szam &allhat, a bizonyitas
akkor is mikodik. Az egyetlen, amire vigyéazni kell, hogy e pozitiv szamok ne fiiggjenek k-t6l, vagyis ne valtozzanak,

a(c)

ha k-t noveljiik, hiszen csak gy juthatunk arra a kdvetkeztetésre, hogy sem ——, sem a reciproka nem lehet 1-nél
nagyobb.

J
Elég tehat azt belatni, hogy vannak olyan j-t6l nem fliggé A és B pozitiv szamok, amelyekre A < (&> < B.
c

Ehhez viszont elég azt belatni, hogy
(%) ha 2! <& <21 akkor 21'A <a(e)! < 2'B,

ahol A és B nem fiigg j-t6l. Ekkor ugyanis az utobbi egyenl6tlenséget a 27171 < ¢77 < 27! egyenlGtlenséggel szorozva
J
éppen a kivant A < (&) < B egyenl6tlenséget kapjuk.
c

Ezt a (xx) egyenlStlenséget fogjuk tehat bebizonyitani. A bizonyitas azon milik, hogy talélni fogunk egy olyan
egyenlGtlenséget, amely szerint a(c¢’) ha nem is egyenls a(c)’-vel, de beszorithat6 a(c)’-nek két konstansszorosa kozé,
ahol a két konstans megint csak fiiggetlen j-t6l. Azt allitjuk tehét, hogy minden v pozitiv egészhez vannak olyan j-t6l
fiiggetlen E, és D, konstansok, amelyekre igaz, hogy

(%) E,a(v)’ < a(v’) < Dya(v)’.

Nézziik elGszor, miért elég ez a (x*) egyenlGtlenség bizonyitasahoz. Tegyiik fel tehat, hogy 2l < ¢ < 2!, Ekkor a
monotonitas miatt a(2') < a(¢?) és a(¢’) < a(271). Az elsG egyenlStlenségben alkalmazzuk (%) elss felét v = 2,
j = l-re, majd alkalmazzuk (s*x) masodik felét v = c-re:

Fra(2)' < a(2') < a(c?) < Dealc),

P
c 2D,

Egész hasonloan kapjuk az a(c’) < a(2'11) egyenlStlenséghdl () masodik felét. Ehhez (+#%)-ban elGszor v = c-t,
majd v = 2-t és j = [ + 1-et helyettesitiink:

Ey2! ,
Ebbdl a(2) = 2 felhasznalasaval azt kapjuk, hogy DL < a(c), tehat A = valasztassal (xx) els6 felét kapjuk.

E.a(c) <a(¢) < a(2t) < Dya(2) = Dy2M+1,

i 2Dy2!

2D
Innen atrendezéssel azt kapjuk, hogy a(c)’ < ,sez B="22

E. E.

Most méar csak (#*x) bizonyitdsa van hatra. Ez a kovetkez6 Otleten mulik. Keresiink v/-hez kozel olyan szamot,
amelyet mar ,le tudunk bontani" ugy, ahogyan a totalisan multiplikativ fiiggvények esetében magat v’-t tudjuk
Jlebontani". Tekintsiik a v/ +v = v(v/~! 4 1) szamot. Itt v és v/ ! + 1 relativ primek, hiszen v | v/~'. Tehat az a
fiiggvény multiplikativitasa miatt

valasztéassal éppen (xx) mésodik fele.

(1) a(v? +v) = a(w)a(v! 7t +1).
A monotonitas miatt

(2) a(?™ +1) < a4 0).



Ez utobbira megint alkalmazhatjuk a (1) egyenlGséget j helyett j — 1-re:
a(v’7 +v) = a(v)a(v’ 7% + 1),
tehéat Osszességében a kovetkezd egyenldség és egyenlStlenség-lancot kapjuk:
a(v?) < a(v? 4+ v) = a(@)a(@ ' +1) < a@)a(®’ ! +v) = a(v)?a(v?? + 1).

Ha itt megint a (2) egyenl6tlenséget alkalmazzuk j — 1 helyett j — 2-t irva, majd az (1) egyenlSséget j helyett j — 2-t
irva, akkor azt kapjuk, hogy _ _
a(v’) < a()’a(v?’ 3 +1).

Az eljarast folytatva Osszesen j — 1 1épés utan arra jutunk, hogy

ja(v+1)
a(v)

a() < a) tav +1) = a(v) .
a(v+1)
a(v)

Pontosan ugyanezzel a gondolatmenettel kapjuk, ha v’ + 1 helyett v/ — 1-et, v/ 4 v helyett v/ — v-t irunk és az
egyenlGtlenség iranyat megforditjuk, hogy

Ezzel belattuk az (1) egyenl6tlenség masodik felét = D, valasztassal.

ja(v—1)
a(v) -

a() > a) tav — 1) = a(v)

a(v

-1
Ez pedig (xxx) els6 fele E, = (7)) valasztéassal.
a(v

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

A tételhez még par kiegészits megjegyzést fiiziink. El6szor megjegyezziik, hogy ha van olyan n, amelyre a(n) # 0,
akkor a(1) = 1, hiszen a(n) = a(1)a(n) (mert 1 és n relativ primek). Ebb6l maris kovetkezik, hogy ha a monoton
nd, akkor minden értéke pozitiv. Tegyiik fel most, hogy az a fliggvény monoton cstkken, és a(n) < 0 valamely n-re.
Ekkor a(n + 1) is negativ. Masrészt n és n + 1 relativ primek, tehat a(n)a(n + 1) = a(n? +n) > 0, ami ellentmond
annak, hogy a monoton csokken. Tehat egy monoton multiplikativ fiiggvény minden értéke nemnegativ, kivéve ha a(1)
negativ és a(n) = 0 minden n > 2-re.

Tegyiik fel most, hogy a(n) monoton és a(2) # 0. Ekkor minden értéke nemnegativ. Nyilvanvalo, hogy ha a(n)
multiplikativ, akkor multiplikativ az a° fiiggvény is. (Ez a fliggvény létezik, mert az a fiiggvény értékei nemnegativak.)
Alkalmas ¢ valasztassal nyilvan elérhetd, hogy a“(2) = 2 legyen. Masrészt az a° fliggvény is monoton, ha az a fiiggvény
monoton volt (legfeljebb a monotonitas iranya fordul meg, ha ¢ negativ). Masrészt a®(1) =1 < 2 = a°(2), tehat az a°
fiiggvény monoton né. De ekkor a 3. tétel szerint minden n-re a(n) = n, vagyis minden n-re a(n) = ne. A kbvetkezs
altalanosabb, szintén ERDOS PALt6l szarmazo tételt nyertiik:

4. tétel. Ha az a(n) szamelméleti fiiggvény monoton és multiplikativ, akkor vagy a(n) = 0 minden n > 1-re, vagy
van olyan t, amely mellett a(n) = n' minden n-re.



