Az elektrosztatikus mezs sok fontos és érdekes tulajdonsaggal rendelkezik. Ilyen példaul a ponttoltés terének gdomb-
szimmetridja, vagy az a tétel, amely szerint egy homogénen toltott gdmbhéj tere kiviil megegyezik egy ugyanakkora
toltést ponttdltés terével, a belsejében pedig a térerdsség nulla. Ezeken a kozismert dolgokon kiviil felmeriilt bennem
egy kérdés, amelynek sem a megoldasat sem magéanak a probléménak a felvetését nem taldltam meg egyetlen kényvben
sem. Ez a probléma — f6leg annak alapos atgondolasa utan — szamomra 1j oldalrol vilagitotta meg az elektrosztatikus
(és vele egyiitt a hasonlo egyenletekkel leirhatéo magnetosztatikus, illetve graviticios) erdterek tulajdonsagait.

Egy atlagolasi probléma

A kovetkez6 kérdés foglalkoztatott: vajon mit kapunk akkor, ha egy tetsz6leges (nem feltétleniil gombszimmetrikus)
elektrosztatikus mezében gondolatban felvesziink egy gdmbfeliiletet, s erre atlagoljuk az elektromos térergsséget, illetve
az elektromos potencialt?

Ugy sejtettem, hogy a térerdsség atlaga meg fog egyezni a gomb kozéppontjaban mérhets térerdsséggel, a potenciél
atlagértéke pedig a kozéppontbeli potenciallal. Mint latni fogjuk, ez a sejtés teljes altalanossagban ugyan nem helyes,
de nem Aall messze a valosagtol, s kis modositassal egy igaz allitssa lehet atfogalmazni.

A ,nyers erd”’ moddszere

Végezziik el a potencial atlagolasat elGszor teljesen mechanikusan, vagyis hivjuk segitségiil az integrélszamitast!
(Ha az olvas6 még jaratlan lenne a matematika ezen fejezetében, ne tegye le rogton a cikket, legfeljebb ugorja at az
alabbi részt, mert késébb elemi megoldast is fog talalni a felvetett problémaral)

Tekintsiink elGszor egy olyan eréteret, melyben egyetlen ponttoltés van csak, és [ tavolsdgban helyezkedik el az R
sugaru képzeletbeli gomb kézéppontjatol. Az U potencial ,atlagan” a
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mennyiséget értjiikk. Ennek értelmezése: a gombfelszint felbontjuk elég kicsi df; feliiletelemekre (i a feliiletdarabkak
sorszamozasara alkalmasan vélasztott index), majd képezziik a feliileten mérhets potencialoknak a feliiletdarabkak
nagysaga szerint sulyozott atlagat. (Hangstulyoznunk kell, hogy df; a feliiletdarabka nagysdga, tehat skalar mennyiség,
ne tévesszilk Ossze a fluxus szdmitasanal hasznélatos ,jranyitott felilletelem” vektorral.)
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Alljunk neki a szamolasnak! Vegyiik fel a koordinata-rendszeriinket az dgbrdn lathaté modon: a ponttoltés keriiljon
az x tengelyre, a gomb kodzéppontja pedig legyen az origéban. Bontsuk fel a gomb felszinét dx széles gombovekre. ElsG
dolgunk ezek feliiletének meghatarozasa:
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Azt kaptuk tehat, hogy a gombovek feliilete csak dx-t6l fiigg, s ez nagyon kényelmessé teszi tovabbi dolgunkat. A fenti
képlet alapjan pl. konnyen meg tudjuk mondani a gémb teljes felszinét:
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Kovetkez6 lépésben kiszamoljuk a potencialt a gémbfelszin « koordinataja helyein.
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Most ratérhetiink magara az integralasra. Mivel a ponttoltéstsl azonos tavolsagra leve feliilletdarabkak egy keskeny
gbmbov mentén helyezkednek el, érdemes a gombfeliiletek ilyen ,6vekre” darabolni, s ezek szerint végezni az atlagolast:
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Furcsa képletet kaptunk. Egyrészt érdekes az alakja, hiszen a végsé formuldban R és | koziil vagy csak az egyik,
vagy csak a mésik mennyiség szerepel, méghozza teljesen szimmetrikus modon. Furcsa a kapott formula fizikai szem-
pontbol is, hiszen ezek a képletek irjék le, hogy mennyi egy @Q toltést, homogén toltéseloszlasi gdmbhéj potencialja
a kozépponttoél [ tavolsagban. Ez ugyan latszolag egy egészen méas probléma, mint amit eddig vizsgaltunk, de — mint
latni fogjuk — a ketts kozott szoros (és jol kihasznéalhato) kapcesolat van.

Elemi megoldas az energiaviszonyok tanulmanyozasabél

Gondoljuk most azt, hogy az eddig képzeletbeli (nevezhetjiik ,yvirtualisnak” is) gémbhéjunk egy valdsagos, létezs
(szigeteld) test, amelyet egyenletesen feltoltottiink, méghozza éppen egységnyi, ¢ = 1 nagyséagu toltéssel. Vajon mekkora
ennek a homogénen t6ltott gombhéjnak és a kdzéppontjatd [ tavolsagra levs @ nagysagu ponttoltésnek a kdlcsdinhatdsi
energidja’

Ezt az energiat kétféle modon is meghatarozhatjuk: egyrészt gy, hogy a gombhéj potencidljat kiszamitjuk a
ponttoltésiink helyén (ezt konnyen megtehetjiik, hiszen a toltéseloszlas gombszimmetrikus), majd ezt a potencialt
megszorozzuk a ponttoltés nagysagaval (Q-val). Az eredmény kozismert, éppen a (3) formula végén megadott kifejezés.

Masképp is eljarhatunk: a pontszert @ toltés éltal létrehozott géombszimmetrikus (Coulomb-féle) erdtérben sza-
moljuk ki a gdmbhéjon egyenletesen elosztott toltés potencialis energidjat. Ez utobbit elvben tgy tehetjiik meg, hogy
a gbmbhéjat gondolatban kicsiny darabkakra bontjuk, az egyes (df nagyséaga) feliiletdarabkakra es6 toltés nagysagat,
vagyis df /(4mR?)-t megszorozzuk a Q toltés altal a feliiletdarabka helyén létrehozott potenciallal, majd ezeket az
energidkat 0sszeadogatjuk.

A masik szamitési modszer technikailag sokkal bonyolultabb, mint az els. Szerencsére nem kell végigszamolnunk
a bonyolult 0sszegzést, hiszen az eredménye nyilvanvaléan ugyanannyi, mint az els6 szamolasé.

Vegyiik észre, hogy a mésodik szamolasi médszerrel adédd mennyiség nem més, mint a @ toltés altal létrehozott
potencial atlaga az R sugart gomb feliiletén. A két szamitas eredményének egyenlGségét kihasznalva tehat meg tudtuk
hatarozni — méghozza elemi aton, integralszamitas alkalmazasa nélkiil — a kérdéses atlagértéket:
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Az elektromos térerdsség atlaga

Kovetkezo feladatunk a térerdsség atlagolasa lesz. Ezt az eredményeink alapjan kétféleképpen is megtehetjik. Az
els6 modszer azon az észrevételen alapul, hogy a térer6sség szoros kapcsolatban van a potenciallal, pontosabban
annak térbeli valtozasi litemével. Ezt a kapcsolatot ugy fogalmazhatjuk meg matematikai alakban, hogy ha egy
elektromos térer&sségi helyrél egy kicsiny AT elmozdulas-vektornyival odébbmegyiink, akkor az elektromos potencial
megvaltozasa:

AU = —E - Az.(5)

(A fenti képletben a két vektor kozotti pont a skalarszorzat miiveletét jelenti, a negativ elGjel pedig azt veszi figyelembe,
hogy ﬁ irAnyaba haladva a potencialis energia csokken.)

Ezek szerint ha egy elektrosztatikus erétérben helyrdl helyre ismerjik a potencialt, abbol mar az (5) alapjan a
térerdsséget is kiszamithatjuk. Egy adott helyen a térerésség komponenseit tgy hatarozhatjuk meeg, hogy a kérdéses
helyrdél indulva a koordinata-tengelyek mentén sorra elmozdulunk egy kicsiny As tavolsagnyit, majd a potencialvalto-
zasokat elosztjuk As-sel. Az igy kapott harom mennyiség (az el§jeltdl eltekintve) éppen a térerdsség harom komponense
lesz.

Mi most nem egy adott pontbeli térerésséget, hanem a térerGsség dtlagdt szeretnénk meghatarozni. Mivel azonban
a térerdsség atlaganak komponensei nyilvan a komponensek atlagaival egyeznek meg, ezek pedig az egész gombfeliilet



elmozditasakor bekovetkezs energia-valtozassal fejezhetsk ki, a (4) és (5) képletek segitségével célhoz érhetiink. Az
x irdnyu térerdsség-komponens atlagat példaul agy szamithatjuk ki, hogy az egész gombfelsziniinket elmozditjuk x
iranyba As-sel. (Kihasznaltuk, hogy a potencialvaltozasok atlaga megegyezik az atlag valtozasaval.)

Nézziik meg konkrétan, mit mond a (4)-es képlet és a fenti eljaras a térerGsség atlagarol. Ha a ponttoltés a
gombfeliileten beliil van, akkor hidba mozgatjuk a gombfelszint, a potencial dtlaga nem fog valtozni, hiszen az csak
R-t06] fiigg, [-t6l nem! Emiatt a térerGsségnek a gomb feliiletére vett étlaga nulla. Ha a @ toltés a gdbmbon kiviil van,
akkor a helyzet kicsit bonyolultabb. Ilyenkor viszont azt a tényt hasznalhatjuk ki, hogy a potencial atlaga nem fiigg
R-t6l, vagyis a gémbiink lehetne akar ,pontszerd” is. No de ha eyz lenne a helyzet, akkor a potencialis energia két
ponttoltés ismert kolesonhatasi energidjaval egyezne meg, a potencidlis megvaltozasbol szamolt térerGsség pedig éppen
a Q toltés altal a gdmb kozéppontjaban létrehozott Coulomb-mezd térerdsségével lenne egyenls. Osszefoglalva: egy
pontszeri toltés elektromos térerdsségének gombfeliileti atlagat a kdvetkezs képlet adja meg:
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Szuperpozicio

Mindeddig egyetlen pontszeri toltéssel, annak elektrosztatikus terének valamilyen képzeletbeli gbmbfeliiletre vett
atlagaval foglalkoztunk. mi a helyzet akkor, ha nem egy, hanem sok ponttoltés egyiittese (vagy akar toltések folytonos
eloszlasa) hozza létre az elektrosztatikus mez6t. Az eredd elektromos térerdsség az egyes pontszerd toltésdarabkak
terének vektori Osszege (szuperpozicidja), az Osszeg atlaga pedig az egyes térerSsség-osszetevok atlaganak Osszege.

Az el6z6 pontban belattuk, hogy — pontszert forras esetén — az atlagos térerGsség megegyezik a gomb kozéppontja-
ban mérhets térerGsséggel. A szuperpozicio elvének alkalmazasaval abb6l rogton kovetkezik, hogy az eredd térerdsség
atlaga egy tetszGlegesen bonyolult elektrosztatikus mez6 esetében is éppen a gdémbon kivil taldlhato toltések altal a
gémb kozéppontjiban létrehozott elektromos térerdsséggel egyezik meg. A gombon beliil talalhato toltések terét nem
szabad figyelembe venniink, azok nem adnak jarulékot az atlagos térerGsséghez! Ez a kis ,aprosag” az, amit a tételiink
elss, sejtésen alapulé megfogalmazasa még nem tartalmazott. Erdekes, hogy az iranyitott (vektornak tekintett) felii-
letdarabkak szerinti Osszegzésnél (atlagolasnal) éppen forditott a helyzet: a gémbon kiviil levé toltések jaruléka nulla,
csak a beliil elhelyezkeds toltések kapnak szerepet, ezek hatarozzak meg a feliileten athalado elektromos fluxust.

Hatas—ellenhatas

Befejezésként megmutatjuk, hogy az elektromos térerdsség gombfeliileti atlagéra vonatkozé eredményt egyszertbb
modon, a potencialra valé hivatkkozass nélkiil is megkapjuk, méghozza rogton a legaltalanosabb, mindenféle szimmet-
riat nélkiil6z6 mez6kre.

Gondoljuk ismét azt, hogy van egy ténylegesen létezs, egyenletesen feltoltott gombfeliiletiink egységnyi 6ssztoltéssel.
Ilyenkor a térerGsség atlaga éppen azzal az erdvel egyenls, amelyet a teljes toltésrendszer a gombfeliiletre kifejt.
Ez az er6 azonban — a hatés-ellenhatas torvénye szerint — a gdmbfeliilet elektrosztatikus terének a tobbi toltésre
kifejtett erchatasival, pontosabban annak ellentettjével egyezik meg. Mivel a gémbfeliilet egyenletesen toltott, az
erGtere megegyezik egy ponttoltés terével (legalabbis a gombon kiviil), az altala kifejtett eré tehat egy egységnyi
nagysagu pontszerd toltés altal a gombon kiviili toltésekre kifejtett erével egyenls.

Alkalmazzuk most ismét a hatas-ellenhatés elvét: a gombon kiviili toltésekre hato eredd erd (egy elGjeltol eltekintve)
a gomb kozéppontjaba helyezett egységnyi toltésre hatd erével egyenld, ez pedig nem mas, mint a kiilsé toltések elekt-
romos téreréssége a gomb kozéppontjdban. Mi a helyzet a gombon beliil talalhaté toltésekkel? Ennek végiggondolasat
az Olvasora bizzuk.

Megfontolasaink soran az elektrosztatikus mezének csupan azt a tulajdonsagat hasznéltuk ki, hogy pontszerd
forras terének nagysaga a tavolsag négyzetével forditottan ardnyos, tovabba azt, hogy érvényes a szuperpozicié elve.
Ezekkel a tulajdonsiagokkal a Newton-féle gravitacios mezs is rendelkezik, és némi megfontolas utan a magnetosztatikus
mezdre is atvihets. (Magneses toltés ugyan nem taladlhato a Természetben, de a magnetosztatikus mez6 agy irhato le,
mintha léteznének kiilonallo magneses polusok, s rajuk az elektrosztatikahoz hasonlo torvények teljesiilnének.) Emiatt a
cikkiinkben targyalt valamennyi allitas valtozatlan formaban érvényes a gravitacios, illetve a magnetosztatikus mezdkre
is, s6t, a majdan felfedezendd egyéb ,Coulomb-szerd” vektorterekre is alkalmazhaté.

Pozsgay Balazs (ELTE, I. éves fizikus hallgato)



