Az els6 részben az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 2. feladatara mutattunk egy lehetséges megoldast.
Most a 6. feladatot vizsgaljuk meg kozelebbrsl. A feladatra két megoldast is mutatunk.

Az els6 — hasonloan a 2. feladat megoldasahoz — nem hasznal semmilyen kiilonleges Otletet vagy a kozépiskolai
anyagon tulmutato6 ismeretet. Viszont egy olyan 1épéssel kezd&dik, amely els6 pillantésra talan til ijeszts lehet.

A maéasodik megoldas joval tobb ismeretet igényel. Ez a megoldas az egész szamok halmazanak egy kiterjesztése, az
ugynevezett Euler-egészek elméletét hasznalja fel. Cserébe viszont megmutatja a feladat valészini eredetét.

A 6. feladat. Legyenek a, b, ¢, d egészek, amelyekre a > b > ¢ > d > 0. Tegyiik fel, hogy
(6) ac+bd=0b+d+a—c)(b+d—a+c).
Bizonyitsuk be, hogy ab + cd nem primszam.

A (6) egyenletet atrendezve,
(7) a® —ac+c? =b* 4 bd + d>.
A tovabbiakban mindig ezt az alakot fogjuk hasznéalni.

1. megoldas: Helyettesitsiink be!
A megoldas indirekt. Feltételezziik, hogy ab+cd = p, ahol p egy primszam. Ezzel mér egy egész egyenletrendszeriink
van:

(8) a® —ac+c? =b* 4 bd + d?, ab+ cd = p.

Az ismeretlenek és az egyenletek szamét ugy csokkenthetjiik, hogy az egyik egyenletbdl kifejeziink egy alkalmas
kifejezést, és behelyettesitjiik a mésik egyenletbe. Hogy mindez még kényelmesebb legyen, el6szor csak modulo p fogunk
szamolni.

A masodik egyenlet szerint ab = —cd (mod p). Szorozzuk meg a (7) egyenletet b2-tel, és helyettesitsiink be ab
helyére (—cd)-t:

0 =0b*(b* +bd + d* — a® + ac — ¢*) = b* + b*d + b*d* — (ab)* + ab - be — b*c* =
= b + b3d + b2d® — (cd)* — cd - be — b2c2 = (b+¢)(b— ¢)(b* + bd +d*) (mod p).

A behelyettesités nyoman kapott kifejezés harom tényezs szorzatara bomlik, és ezek egyike éppen a (7) egyenletben
szerepl6 mennyiség.

A kapott kongruencia szerint az utols6 harom tényezs: b+ ¢, b— ¢ és b 4 bd + d* valamelyike oszthaté p-vel, hiszen
feltevésiink szerint p primszam. A b+ ¢ és b — ¢ szamok pozitivak és kisebbek, mint ab + cd = p, ezért nem lehetnek
p-vel oszthatok; marad az az eset, hogy b® 4+ bd 4+ d* oszthat6 p-vel. Mivel

0 < b +bd+d* < ab+ab+cd < 2(ab+ cd) = 2p,

a b? + bd + d* szam csak ugy lehet p-vel oszthato, ha egyenls vele. Ezzel a kovetkestetéssel az egyenletrendszer a
kovetkezSképpen alakul:

(9) a’> —ac+c? =b*+bd+d*=ab+cd=p.

Ebb6l méar nem nehéz ellentmondasra jutni. Ha a (9) egyenletet modulo a vizsgaljuk (az ismeretlenek kozott az a a
legnagyobb), lathatjuk, hogy ¢(c — d) = ab+ ac — a? oszthaté a-val. Mivel azonban a és ¢ relativ primek — masképpen
ab + cd nem lenne primszam — és 0 < ¢ — d < a, ez nem lehetséges.

2. megoldas az Euler-egészek felsl

AKki olvasott mar az Euler-egészekrol, az a (7) egyenletre nézve azonnal sejtheti, hogy ez a feladat szorosan kap-
csolodik hozzdjuk.

Legyen p az egyik komplex harmadik egységgyok. Az x + yp alakd komplex szdmokat, ahol = és y egész szamok,
Euler-egészeknek nevezziikk. Az Euler-egészek a komplex szamsikon szabalyos haromszogréacsot alkotnak (1. dbra).




1. dbra

Ennek a szamhalmaznak nagyon sok érdekes és hasznos szamelméleti tulajdonsaga van. Ezek segitségével bizo-
nyitotta be annak idején Leonhard Euler a Fermat-sejtést a 3-as kitevére. Akit a téma részletesebben érdekel, annak
Turdn Pdl-Gyarmati Edit: Bevezetés a szamelméletbe cimi jegyzetét ajanljuk. Most csak roviden foglaljuk 6ssze az
Euler-egészekkel kapcsolatos, a megoldashoz sziikséges legfontosabb fogalmakat és tételeket.

Az Euler-egészek korében is értelmezziik az Gsszeadést, a kivonést és a szorzast. Ezeket teljesen természetes modon
definialjuk, a szorzasnal figyelembe véve, hogy o? = —p — 1:

(@ +yo) £ (u+vo) = (z+u)+ (y£0v)g
(z +yo)(u+v0) = zu + (zv 4+ yu)o + yvo® = (zu — yv) + (v + uy — yv)o.

Az Osszeadasnak és a szorzasnak az egész vagy a valos szamok esetében megszokott kommutativ, asszociativ és
disztributiv tulajdonsagai az Euler-egészek korében is igazak. Ugyancsak fennallnak a 0 és az 1 szdmok alapvetd
tulajdonsagai, példaul barmelyik Euler-egészhez 0-t adva magat a szdmot kapjuk eredményiil, vagy minden Euler-
egész 0-szorosa a 0.

Az a = x + yo Euler-egész konjugdltja az @ = x + yo® = (v — y) — yo szam.

Egy nagyon fontos mennyiség az Euler-egészek normdja. Az o = = 4 yo Euler-egész normajat N («)-val jeloljiik és
a kovetkezSképpen definialjuk:

2

N(a) =a-a=2> —zy+1°

A norma mindig nemnegativ egész szam, és csak a 0 norméja 0.
A norma nem mas, mint a komplex értelemben vett abszolit érték négyzete. EbbGl is kovetkezik, hogy szorzat
normaja a tényez6k normainak szorzata:

N(a-f) = N(a) - N(B).

Az o Euler-egész osztdja a f Euler-egésznek, ha létezik olyan v Euler-egész, amelyre oy = 5. A norma multip-
likativitasa miatt igaz, hogy ha «|B, akkor N(«)|N(8). (Az utobbi oszthatésag a racionlis egész szamok korében
értendd.)

Hat olyan Euler-egész van, amelynek a norméja 1. Ezeket egységeknek nevezziik és az 1. dbrdn kiemeltiik. Az
egységek minden Euler-egésznek osztoi.

Két Euler-egészt asszocidltnak neveziink, ha egyméas egységszeresei, vagyis egymasbol a 0 koriili, a 60° t6bbszoro-
sével torténd forgatassal kaphatok.

Egy egységtdl kiilonboz6 m Euler-egészt felbonthatatlannak, idegen szoval irreducibilisnek neveziink, ha csak az
egységekkel és a sajat asszocialtjaival oszthatd.

Egy egységtol és 0-tol kiilonboz6 m Euler-egészt primnek neveziink, ha tetszéleges «, 8 Euler-egészek esetén, ha
|8, akkor 7)o vagy 7|5. A tovabbiakban, hogy megkiilonboztessiik az Euler-egészek korében prim szamokat a valos
primszamoktol, az elébbieket Fuler-primeknek fogjuk hivni.

Az Euler-egészek szamelméletének legalapvetSbb tételei a kdvetkezdk:

1. A felbonthatatlan Euler-egészek és az Euler-primek ugyanazok.

2. Az Euler-egészek korében is igaz a szamelmeélet alaptétele. Minden 0-t6l és egységtol kiilonbozd Euler-egész az asszo-
cialtsagtol eltekintve egyféleképpen irhaté fel Euler-primek és egységek szorzataként, azaz két tetszdleges felirasban a
megfelel§ primtényezk egymaés asszocialtjai.

3. A 3k+2 alaka primszamok egyben Euler-primek is. A 3k+1 alakd primszamok felbomlanak két konjugalt, egymaéssal
nem asszocialt Euler-prim szorzatara (pl. 7 = (3 4+ 0)(2 — 0)). A 3 primtényezés felbontéasa pedig 3 = —o*(1 — 0)*.

A tételekbdl lathato, hogy egy o Euler-egész primtényezds felbontasa és N (a) primtényez6s felbontasa kzott szoros
kapcsolat van. Az o minden egyes 3k + 2 alaka primtényezdjének négyzete szerepel az N(a) felbontasaban, a tovabbi
primtényezGknek pedig a norméja, ami vagy 3, vagy pedig egy-egy 3k + 1 alakd primszam.

Példaul az o = 10 4 89 Euler-egész primtényez6s felbontésa 2- (24 0)(3 + o), norméjaé pedig N(a) = N(2)- N(2+
0) N3+ =2%-3-T.

Megforditva, N(«) primtényezss felbontasa ,majdnem egyértelmtien” meghatarozza « primtényezGs felbontasat.
Az N(a) minden 3k + 2 alakt primoszt6ja a-nak is primosztoja (feleakkora kitevivel), és N () felbontasaban minden
egyes 3-as tényez6 az 1 — o Euler-prim norméaja. Az N(«) 3k+ 1 alakd primosztoi is «a egy-egy primosztojanak normai,
de ez a primosztd — az asszocidltsagtol eltekintve is — kétféle lehet.

Visszatérve a feladathoz, legyen o = a + co és § = b — dp. A feltétel szerint a? — ac + ¢ = b + bd + d?, azaz
N(«a) = N(B); a bizonyitando allitas pedig az, hogy ab + c¢d, ami nem mas, mint af = (ab + cd) + (be + ¢d — ad)o
,wvalos része”’, nem lehet primszam.

Mivel N(a) = N(5), a két szam Euler-primtényez6s felbontéasa ,majdnem” ugyanaz. A primosztok egy része kozos,
a tovabbi primtényezsk pedig egymas konjugaltjai a két felbontasban. Formalisan felirva,

(10) =€ T ..M -fh1... 4y 68 [B=¢€q T ... Hy-. .M,

ahol 7y, ..., mk és w1, ..., u; Euler-primek, ; és e pedig egységek.



Legyen y =7 - -+ - TEes o =g - wi; a fentiek szerint ekkor
a=e1y0 és fB=e979.

(Elsfordulhat, hogy a két felbontasban csak kozos vagy csak konjugalt primtényezik szerepelnek; ezekben az esetekben
v =1, illetve § = 1.)
Vizsgaljuk most az

(11) af = (ab+ cd) + (be + cd — ad)o = 1627* - N(9)

szamot. Ez a szdm oszthatd N(8)-val; ebbol kovetkezik, hogy ab + cd és be + ed — ad is oszthatd N(6)-val. Mar csak
az hiadnyzik a bizonyitas befejezéséhez, hogy sem N(0) = 1, sem ab 4 c¢d = N(J) nem lehetséges.

Ha N(0) = 1, azaz 6 = 1, akkor « és 8 asszocialtak, vagyis 0 koriili, valahanyszor 60°-os elforgatottjai egymésnak.
Azt, hogy az elforgatas pontosan hanyszor 60°-os, az « és 8 argumentuméanak vizsgélataval donthetd el.

Az a>b> c>d> 0 feltételbdl kovetkezik, hogy o argumentuma 0° és 60° kozott, S argumentuma pedig —30° és
0° kozott van (2. dbra). A két szam argumentuménak kiilonbsége tehat 0 és 90° kozé esik, az elforgatas szoge pontosan
60°, azaz o = (1 + 0)8.
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2. dbra

Ebben az esetben viszont
a=a+co=(1+0)(b—dpo)=(b+d)+bo,

ami nem lehetséges, mert b > c. Az N(§) = 1 feltevés tehat ellentmondasra vezet.



Ha ab+ cd = N(0), akkor a (11) egyenletet N(J)-val osztva,

af ab+cd ad+bc—cd
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Ez a szam, mint a jobb oldal mutatja, egy Euler-egész. Az argumentuma « és § argumentumaénak oszege, tehat —30°
b+ cd
és 60° kozeé esik, a ,valos része” pedig a feltevés szerint aN—’(—éj = 1. Az egyetlen ilyen Euler-egész az 1 (3. dbra), tehat

c16972 =1 és aff = N(0).
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3. dbra

Az « és 8 szamok szorzata tehat az N(0) valos pozitiv szam. Mivel N(a) = N(B), ebbdl kovetkezik, hogy a két
szam egymaés konjugaltja. Ekkor azonban

a=a+co=pF=b—do=b+d(1+ )= (b+d)+dp,



ami nem lehetséges, mert ¢ > d. Tehat az ab+ cd = N(9) feltevés is ellentmondésra vezet. Ezzel az éllitast igazoltuk.

A masodik megoldas nem csupan bebizonyitja a feladat allitdsat, hanem egy eljarast is ad olyan a, b, ¢, d szamné-
gyesek keresésére, amelyekre a > b > ¢ > d és a® — ac + ¢ = b*> + bd + d*. Csupan megfelel6 argumentuma v és §
Euler-egészeket kell valasztanunk.

Példaul az

a=a+co=A4+0B+0)=1146p, B=b—do=(4+0)(B34+0)=9-0
valasztassal a = 11, b =9, ¢ = 6 és d = 1, tovabba a® — ac + ¢ = b® + bd + d* = 91. (Természetesen ab + cd = 105
nem prim.)
Koés Géza



