KEZDOK
Elsé fordulé

Mindharom kategoéria

1. Egy kocka minden lapjara egy-egy pozitiv egész szamot irtunk. Ezek koziil az abran feltiintettiink harom szamot.
Tudjuk, hogy a szemkozti lapokon levs szamok Osszege egyenls, és a fel nem tiintetett szadmok mindegyike primszém.
(1d. .1 dbra). Melyek ezek a szamok? (6 pont)

2. Az A halmazt a pdros természetes szamok négyzeténél eggyel nagyobb szimok, a B halmazt a négyzetszamok
hdromszorosai alkotjik. Hatdrozza meg ANB-t! (Az A és B halmazok kozds elemeibdl dllé halmazt jeloljik AN B-vel.)
(6 pont)

3. Az ABCD téglalap oldalai AB = 13 ¢cm és BC = 5 cm. Az AB oldalegyenesen milyen tdvolsdigra lehet az A
ponttdl egy olyan pont, amelybdél a DA és DC szakaszok egyenld szégben ldtszanak? (Hdany ilyen pont van?) (8 pont)

4. Igaz-e, hogy négy irraciondlis szam kozétt mindig van hdrom olyan, amelyek dsszege is irraciondlis szam?
(10 pont)

5. Az ABCD négyzet teriilete 60 cm?. A BC és CD oldalak felezépontjai E, illetve F. Az AE és BF szakaszok
metszéspontja G, az AC és BF szakaszoké H. (ld. 1.5 dbra). Mekkora a CHGE négyszdg terilete? (10 pont)

Masodik (d6énté) fordulo

I. kategoria: Szakko6zépiskolasok

1. Bizonyitsa be, hogy az
12001 4 92001 | . 4 19992001 | 9(0(2001

dsszeg oszthatd 2001-gyel!

2. Egy 10 cm befogdji egyenld szdri derékszogi hdromszdgbe két olyan egyenld sugard kort irunk, amelyek érintik
eqgymdast é€s az dtfogot, illetve egy-eqy befogot. Mekkora a sugdr pontos értéke?

3. Oldja meg a valds szamok halmazdan a kévetkezd egyenletet:

LS S R |
27 7 16 32’

ahol {z} a z valds szdm tortrészét jelenti!

II. kategéria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Azonos az 1. kategoria 3. feladatdval.

2. Melyek azok az (x;y) egész szdamokbdl dllo szampdrok, amelyekre teljesil az aldbbi egyenldség:

52 4 2% — 2xy + 4o — 4y = 57

3. Az ABC hdromszog teriilete t, beirt kérének sugara r. Az A csicsbol indulo két oldalt és a beirt kért kivilrdl
érintd kor sugara v, a B csucsbol induld két oldalt és a beirt kirt kivilrdl érintd kér sugara my, a C cstucsbol indulo
két oldalt és a beirt kiort kivilrél érintd kér sugara r.. A beirt kér és a mdsik hdrom kér kézds belsd érintdje egy-egy
kis hdaromszéget vdg le az ABC' hdromszdghdl, amelyek terilete rendre t,, ty, t.. Igazolja, hogy
o oy le 1

r
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II1. kategoria: Specialis matematika tantervid gimnaziumi tanulok

1. Hatdrozza meg az x* — 1522 — 18z kifejezés legkisebb értékét, ha x valds szdm!

2. Azonos a 2. kategoria 3. feladatdval.



3. Mi lehet a pozitiv egész értékid szigorian monoton novekvd sorozat, ha as = 2, tovdbbd relativ prim m és n
esetén Qm.p = G, * A ?

HALADOK
Els6 fordulé

I. kategoria: Szakkézépiskolai tanulék

1. Hatdrozza meg az dsszes olyan pozitiv egész szamot, amelyre
4204314+ +n!

egy egész szdm négyzete! (n! =1-2-3-----n, azaz 1-t6l n-ig az egész szdmok szorzata, ha n > 1, egész és 11 =1.)

2. Bizonyitsuk be, hogy ha tetszdleges négy eqgymdast kovetd pozitiv egész szam szorzatdhoz
a) 2000-et hozzdadunk,
b) 2001-et hozzdadunk,

akkor az eredmény sem primszam, sem pedig négyzetszdm nem lehet!

3. Legyen e az ABC hdromszég S sulypontjin dthaladd, a csicsok egyikét sem tartalmazd egyenes. Bizonyitsuk
be, hogy az e egyenes azonos oldaldn lévd csucsok e-tél mért tdvolsagainak dsszege megegyezik a harmadik csiucsnak az
e egyenestdl mért tavolsdgdval!

4. Hatdrozza meg a k paraméter értékét ugy, hogy a
4ot — (4k +13)2% + (9K +9) =0

egyenlet valds gyokeit ndvekvd sorrendben felirva mindhdrom szomszédos gydkpdr killonbsége ugyanannyi legyen!

5. Egy hdromszég alapi gula éleire olyan pozitiv egész szamokat {rtunk, amelyekre igaz, hogy bdrmelyik csicsba
futo hdarom élre irt szamok dsszege ugyanakkora. Hanyféle lehet a gula éleire irt szamok dsszege, ha az élekre irt szamok
szorzata 36007

II. kategéria: Altalanos tantervii gimnaziumi tanulok

-

. Azonos az L. kategoria 2. feladatdval.

[\

. Azonos az L. kategoria 3. feladatdval.

(94

. Oldjuk meg a valds szamok korében a kivetkezd egyenletet:

l+vz+1 11—+l 1 I+ve+1 1—-Vao+1
tvetl z+1 _ r+1( +vr+1 x+ )+ —
I1-vz+1 1+vz+1 V-1 1-vVz+1 1+vVz+1

4. Azonos az 1. kategoria 5. feladatdval.

5. Melyek azok a nulldtol kilonbozd a, b, c szdmjegyek, amelyekre minden pozitiv egész n esetén teljesil, hogy az
n-jegyl aa ... a szam négyzetének és az n-jeqyd bb . ..b szdmnak az dsszege eqyenld a 2n-jegyd cc. .. ¢ szdmmal?

III. kategoéria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanulék

1. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges hdromszégre
18Rr < ab+ ac + be,

ahol R a koréirt, v a beirt kér sugara, tovabbd az oldalak hossza a, b és c.

2. A 2000 egység oldali ABC' szabdlyos hiromszoget az oldalakkal pdrhuzamos egyenesekkel eqységoldali szabdlyos
hdromszigekre daraboltuk. Az igy keletkezett 20002 db kis hdromszig minden csicsa mellé eqy-eqy valds szamot irtunk.
Az A, B, C csucsok mellé rendre az a, b, ¢ szamot irtuk, a tobbire pedig gy irtunk szdmokat, hogy minden olyan
rombuszban, amely két, kozos oldallal rendelkezd kis hdromszogbdl dll, a szemkdztes csicsok mellé irt szdmok dsszege
egyenld. Példdul: p+r=q+ s (ld. IIL.2 dbra)

Hatdrozzuk meg az eredeti ABC' hdromszdg keriiletére irt szamok dsszegét!



3. Egy hdromszog oldalainak mérdszama egész szam. A hdromszogbe irhatd kor sugara egqységnyi hossziusdgi. Ha-
tdrozzuk meg az oldalak hosszat!

4. Adott n pont a sikon gy, hogy semelyik 3 sincs eqy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy 0sszekothetdk eqy onmagdt
nem metszd zdrt torottvonallal!

Maiasodik fordulé
I. kategoria: Szakkozépiskolai tanulok

1. Bizonyitsuk be, hogy a derékszogi hdromszog teriletének mérdszima megegyezik azon két szakasz hosszdanak
szorzatdval, amelyre a hdromszdgbe irhatd kér érintési pontja bontja az dtfogot!

2. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a

222 = 5] — ¥/ (22 —=5)(z —2) —/|]z — 2| <0

egyenldtlenséget!
3. Egy konvex négyszog eqyik kozépvonala felezi a teriletét. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog trapéz!

4. Bizonyitsa be, hogy nem létezik olyan konvexr nyolcszdg, amelynek szdgei egyenldk, oldalai pedig valamilyen
sorrendben 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7 és 8 eqység hossziak!

II. kategoria: Altalanos tantervi gimnaziumi tanulok

a? -1

1. Tekintsiik az f(z) = 2* —

az x tengelyt két pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a hdrom metszéspont dltal meghatdrozott hdromszog teriilete
nagyobb vagy egyenld, mint 1.

x—1 (a#0) figgvényt, ahol x € R. A fiiggvény grafikonja az y tengelyt egy,

2. Legyen X egy adott AB szakasz belsd pontja. Vegyiik fel a szakasz ugyanazon oldalira az APX és XQB
szabdlyos hdromszdgeket! Legyen M és N az AQ), illetve BP szakasz felezdpontja!

Bizonyitsuk be, hogy X M N hdromszég szabdlyos, tovabbd hatdrozzuk meg azt az X pontot, amelyre az M N szakasz
hossza minimdlis!

3. Jelolje s(n) az n szam 10-es szamrendszerbeli alakjdban a szdmjegyek szorzatdt. Mennyi

$(2000) + $(2001) + $(2002) + - - - + 5(3000)?

4. Egy asztalon 2000 darab pénzérme van, mindegyik a ,fej” oldaldval felfelé forditva.

Egy-eqy alkalommal pontosan k darab érmét a mdsik oldaldra fordithatunk.

Bizonyitsuk be, hogy az adott mdvelet ismétlésével elérhetd barmely adott k szdm esetén (1 < k < 2000), hogy a
2000 érme ,irds” oldaldval felfelé legyen forditva!

Harmadik (d6ntd) fordulé

I. kategoria: Szakkozépiskolasok

1. Az z, y, z egész szamokra teljesil, hogy

(z-y)ly—2)z—2)=r+y+=
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az x +y + z 0sszeg oszthatd 54-gyel!

2. Az ABC hegyesszigi haromszog AB oldaldnak tetszdleges belsd pontja az X pont. Az AXC és CX B haromszogek
beirt korének az AB egyenestdl killonbozd kozos kilsd érintdje a CX szakaszt az Y pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy a CY szakasz hossza fiiggetlen az X pont megudlasztdsdtol!

3. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely 1-nél nagyobb négyzetszdam 2-es szdmrendszerben felirt alakja legaldbb 2 darab 0
szamgegyet tartalmaz!

II. kategoria: Altalanos tantervi gimnaziumi tanulok



1. Igazoljuk, hogy ha az {a,} sorozat elsé tagja egy 0-t6l kiilonboz6 egész szdm, akkor any1 = a2 + a, — 1 esetén

a
(n € Z") az =~ tort nem egyszerisithetd, ahol n és k egymdstdl kiilénbozd pozitiv egész szdm!
Qg

2. Legyen az ABC hegyesszdgi hdaromszog A-bol indulé magassdgvonalanak talppontja T. Az AT szakasz mint dt-
mérd folé irt kornek az AB, illetve AC oldallal vald, A-tol kilonbézé metszéspontja legyen D, illetve E. Bizonyitsuk be,
hogy az ABC hdromszog koré irt kérének kézéppontja az ADE hdromszog A-bol induld magassdgvonaldnak egyenesén
van!

3. Az a és b befogdji derékszégi hdaromszog beirt korének sugara r. Ha az dtfogohoz tartozo sulyvonal a beirt korbdl

a
r hosszusdgu hiurt metsz ki, akkor mekkora az 7 + — értéke?
a

II1. kategoria: Specialis matematika tantervid gimnaziumi tanulok

1. Az ABC hegyesszigi haromszog AB oldaldnak tetszdleges belsd pontja az X pont. Az AXC és CX B hdromszigek
beirt kirének az AB egyenestdl kilonbozd kiézds kilsd érintdje a CX szakaszt az'Y pontban metszi.
Mely X pont esetén lesz az AY B hdromszdg terilete minimdlis?

2. Legyen a H = {n, n+1, n+2, ..., n+4096}, ahol n pdratlan természetes szam. Bizonyitandd, hogy H elemei
két diszjunkt A és B halmazba oszthatdk gy, hogy egyszerre teljesil a kovetkezd két feltétel:

a) A elemszdma 2000,

b) A és B elemei felirhatdk egy-eqy kir keriletére 1igy, hogy a szomszédos szamok relativ primek.

3. 2001 darab kilonbézd pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy a szamok szorzatdnak pontosan 2000 darab kilonbozd
pozitiv primosztdja van. Bizonyitsuk be, hogy a 2001 darab szam kézil kivdlaszthatd egy vagy tébb gy, hogy azok
szorzata négyzetszam legyen (vagy az egy kivdlasztott szdam mdr maga is négyzetszam,)!
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