Oktoberi szamunkban kozoltiik az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia feladatainak megoldasat. Ebben a
cikkben az egyik feladatra visszatérve olyan tovabbi megoldast mutatunk, amelyik 1ényegesen kiilonbozik az oktéberben
kozoltt6l, ugyanakkor tanulsadgos lehet mindazoknak, akik a jovében orszégos vagy nemzetkozi versenyeken szeretnének
eredményesen részt venni. Ebben a megjegyzésben a 2. feladattal foglalkozunk

A 2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy

a n b n c >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

(1)

minden a, b, ¢ pozitiv valds szdmra.

A feladat els6 pillantésra artalmatlan egyenl6tlenségnek tiinik, ami nem lehet nagyon nehéz... vagy mégis? A
magyar csapat szaiméara ez a feladat bizonyult a legnehezebbnek. Hat versenyzénk egyiittvéve csupan 2 pontot szerzett

meg a lehetséges 42-bél.

b b
A megoldashoz els6 lépésként kézenfekvs lehet behelyettesiteni a © = —c, Y= %, z= @ valtozokat. Ezek szintén

a c
pozitiv szamok, a szorzatuk 1, és a behelyettesités utan az (1) egyenlStlenség a kovetkezs, egyszertbb alakot 6lti:

1 1 1

2 + + >1
@) Vi+8: V1+8y V1+8z

Azt is megallapithatjuk, hogy az © =y = z = 1 (azaz a = b = ¢) esetben egyenl@ség 4ll fenn.

Hogyan tovabb? Lathatjuk, hogy a feladat nehézsége abbdl fakad, hogy Gsszegek négyzetgyokeit kell feliilrdl becsiil-
niink, ehhez pedig meglehet&sen kevés eszkoz 4ll rendelkezésiinkre. Ha alsé becslésre volna sziikség, akkor egészen més
lenne a helyzet. A hdrom négyzetgyokos kifejezést kényelmesen tudjuk alulrol becsiilni példaul a szamtani és mértani
kozepek kozotti egyenlStlenséggel. Kozben persze vigyaznunk kell, hogy = y = 2z = 1 esetén mindig egyenlgség alljon:

(3) VI8 >1\9-V1-28=3zY2 /1+8y>3y"" VI+8z>3247

Ezek alapjan a harom gyokos kifejezés szorzatat és 0sszegét sem nehéz alulrél megbecsiilni.

De mi a helyzet a felsé becsléssel? A fels6 becsléshez jo lenne megszabadulni a kellemetlen négyzetgyokjeltol. Ez
pedig legegyszertibben négyzetre emeléssel lehetséges. Szorozzuk be a (2) egyenlStlenséget a nevezékkel. Az igy kapott
egyenlGtlenségben csupén egyetlen négyzetgyokos kifejezést kell feliilrsl becsiilniink, a jobb oldalt:

(4) V1+8yV1+ 82+ V1 +82v1+ 8z + 1+ 8xy/1+8y>V1+8xy/1+8yv/1+ 8z

Most pedig vegyiink nagy levegét, emeljiik mindkét oldalt négyzetre, és rendezziik az egyenlétlenséget! (Ne felejt-
stink el zyz helyére 1-et irni.) A rendezés utan a kovetkezs egyenlStlenséget kapjuk:

(5) 4x+4y+4z+\/1+8x\/1+8y\/1+82(\/1+89c—|—\/1+8y+\/1+82> > 255.

A rendezés sordn azt tapasztaljuk, hogy (4) jobb oldalanak négyzetét ,lenyelik” a baloldalon 4llo tagok négyzetei,
csupan egy konstans marad.
A megoldas innen kezdve triviélis: behelyettesitjiik a (3) egyenl6tlenség-harmast és alkalmazzuk a szémtani és
mértani kozép kozotti egyenlStlenséget.
Koés Géza

! Az olimpiai feladatok megoldasa a K6MaL 2001/7. szamanak 389-394. oldalan olvashato.



