1. Legyen az ABC hegyesszogi haromszog korulirt korének kézéppontja O. Legyen P az A-bol indulé magassdiguonal
talppontja a BC oldalon.

Tegyiik fel, hogy BC A< > ABC< + 30°.

Bizonyitsuk be, hogy CAB<+ COP< < 90°.

Megoldas. Legyen F' a BC' oldal felez6pontja. Az FOC< éppen a CAB< = a-hoz tartoz6 kézépponti szog fele,
igy FOC< = a. Innen OCP< = OCB< = 90° — «, tehat azt kell bizonyitani, hogy POC< < OCP<, ami ekvivalens
CP < OP-vel (1. dbra).

Legyen A’ az A tiikdrképe a BC felez6merdlegesére; ekkor A’ is a koriilirt korén van, és A'CB< = ABC<. A

feltétel szerint tehat A’CA< = ACB<— A'CB< > 30°, és igy AA’, az ACA’ szdg szérai altal a korbél kimetszett hir
/
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hossza legalabb r, a koriilirt kor sugara (2. dbra). Igy FP =

2
Mivel az ABC haromszog hegyesszogd, a koriilirt kor BC' hiarja kisebb az atmérénél, igy C'F, a har fele, kisebb,
mint r.

Innen CP=CF —-FP<r— g = — < F'P, a CP szakasz tehat az OP vetiileténél, az F'P szakaszndl is kisebb.

Horvdth Illés (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 11. o.t.)
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2. Bizonyitsuk be, hogy
a b c

+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

minden a, b, ¢ pozitiv valds szdmra.

Megoldas. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a > b > c.

1. eset: a + b < 8c. Ekkor a? + 8bc < b* + 8ca, hiszen ebbdl ekvivalens lépésekkel 0 < b? — a® + 8ac — 8bc, 0 <
(a—b)(8¢c—a—b)-t kapjuk, ami nyilvanvaloan igaz. Hasonlé meggondolasokbol, felhasznalva a b+ ¢ < 8a Osszefiiggést,
1 1 1

, , szamokkal, igy a
Va2 +8bc’ Vb2 +8ca’ V2 + 8ab &Y

b% + 8ca < ¢ + 8ab is igaz, tehat a, b, ¢ azonosan rendezett a

Csebisev-egyenlétlenséghdl:

a n b n c >
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

(a+b+ )< L + L + ! )
a c )
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

>

Wl =

Felhasznalva a harmonikus és négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenséget:

1 1 1 1
3 (\/a2+8bc Vb2 + 8ca \/62+8ab)

1 1
= 3 > .
S — ———— \/ (a2+8be)+(b2 +8ca)+(c2+8ab)
Va2+8bc  /b2+8ca /c2+8ab 3

Elég tehat belatni, hogy

a+b+c
> 1.
\/a2+b2 +c248ab+8bc+8ca
3

Ezt y@depvs + ) > /a2 + b2 + ¢ + 8ab + 8be + 8ca, 3(a2 + b2 + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca) > a® + b2 + ¢ + 8ab + 8be +
8ca, 2a” + 20 + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca > 0, (a — b)* + (b — ¢)* + (¢ — a)?® > 0,aminyilvnval.
2. eset: 8¢ < a + b. Ekkor

a a a a

> > = .
Va2 +8bc /a2 +bla+b)  /(a+b)? a+bd

Hasonléan b > b tehéat

V2 +8ca  a+b’

a b c a b

+ + > + =1.
Va2 +8bc Vb2 +8ca V248w a+b a+b

Ezzel az allitast belattuk.
Csdka Endre (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 10. o.t.)

3. Egy matematikaversenyen 21 ldny €s 21 fiu vett részt.
(1)Mindegyik versenyzd legfeljebb hat feladatot oldott meg.



(2)Mindegyik fiihoz és mindegyik ldnyhoz van legaldbb egy olyan feladat, amelyet mindketten megoldottak.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan feladat, amelyet legalabb harom ldny €és legalabb hdarom fii megoldott.

Megoldas. Készitsiink egy 21 x 21-es tablazatot, amelynek oszlopai jelentsék az egyes fitkat, mig a sorok a
résztvevs lanyokat. A tablazat minden egyes mezdjébe irjuk be annak a feladatnak a sorszdmat, amelyet mind az
oszlophoz tartozoé fid, mind a sorhoz tartozo lany megoldott.

(2) szerint ilyen feladat mindig létezik. (Ha t6bb is van, akkor elég az egyik ilyen feladat sorszaméat beirni.) Az
dbrdn lathato 5-0s szam példaul azt jelenti, hogy az 5. feladatot a 2. szamu fit és a 3. szamu lany is megoldotta.

Ezek utén vizsgéljuk az egyes oszlopokat. Fessiik be kékre azokat a mezéket, amelyeken olyan szam 4all, amelyik az
adott oszlopban legalabb haromszor eléfordul.

Mivel az (1) feltétel szerint minden oszlopban legfeljebb hatféle szam szerepelhet, azért:
ha egy adott oszlopban

—egyféle szamot festettiink be, akkor a tobbi maximum (6 — 1) - 2 = 10 mez6t fed le, tehat legalabb 11 kék mez6nk
van;

—keétfele szamot festettiink be, akkor a be nem festettek szama maximum (6 — 2) - 2 = 8, azaz legalabb 13 kék mez6
van;

—haromféle kék szam esetén minimum 15 kék mez6 van;

—4, 5, 6-féle kék szam esetén is legaldbb 4 -3, 53, 6 - 3, azaz 12, 15 és 18 mezG6t festettiink be.
Osszefoglalva: lathatjuk, hogy minden oszlopban legaldbb 11 kék mezs van, ez pedig 21 oszlop esetén mar tébb,
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mint a mez6k fele (21 -11 > % +0,5).

Most vizsgaljuk a sorokat, és fessiik pirosra egy adott soron belill azokat a mezdket, amelyeken szereplé szamok
legalabb haromszor fordulnak el az adott sorban.

Ekkor ugyanigy belathato, hogy a mezdék tobb, mint fele piros. A skatulya-elv miatt lesz tehat olyan mezd, amelyik
kék is és piros is, és ez azt jelenti, hogy az ezen mezSkhoz tartozo feladatot legalabb harom lany (mert a mezd kék) és
legalabb 3 fia (mert a mez6 piros) megoldotta.

Véros Laszlo (Gyor, Révai M. Gimn., 12. o.t.)

4. Legyen n egy 1-nél nagyobb pdratlan egész, ki, ka, ..., ky, pedig adott egészek. Az 1,2, ..., n szdimok mind az

n! darab a = (a1, as, ..., a,) permutdcidjdra legyen

S(CL) = i kzal
i=1

Bizonyitsuk be, hogy van két olyan b és ¢ permutdcio, amelyekre b # ¢, és n! osztdja (S(b) — S(c))-nek.

Megoldas. Ma megoldas soran a feladat eredeti szovegétdl eltéréen a permutécidkat nagybetiikkel jeloljiik. Legyen
az n! permutéacié A1, As, ..., A, Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, vagyis n! |/S(A;) — S(A4;), ahol i # j. Mivel
n! permutécioé van, és n!-féle maradék n!-sal osztva, ez csak ugy lehetséges, hogy minden maradék pontosan egyszer
fordul elé.

Igy egyrésat

n! '
ZS(Ai)El—I—'"‘F”!E (n'g—l)n!ié() (mod n!),
i=1

!
mivel s nem egész, hiszen n! + 1 paratlan.
Masteldl az 1, 2, ..., n szamok mindegyike (n — 1)! permutacioban szerepel adott k; szorzoval, vagyis
n! n ( + 1) n!
n
Z}S(Ai) = (n—l)!-2ki(1+2+---+n) = (-1 nZ}k:
n!
1
:Zki'n!' (n—2|— ) =0 (mod n!),
i=1
hiszen _- egész.

Ellentmondasra jutottunk, hiszen a tagokat kétféle modon Osszeadva eltéré maradékokat kaptunk nl-sal osztva,
vagyis a feltevésiink nem teljesiil, tehat az allitas igaz.
Kovdcs Erika Rendta (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 11. o.t.)

5. Az ABC hdromszogben legyen AP a BAC< szigfelezdje, ahol P a BC oldalon van, BQ pedig az ABC<
szogfelezdje, ahol Q a CA oldalon van. Tudjuk, hogy BAC< = 60° és hogy AB + BP = AQ + QB.
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Mik az ABC haromszdg szogeinek lehetséges értékei?

Megoldas. Legyen az M pont az AB szakasz B-n tuli meghosszabbitasanak az a pontja, amelyre BM = BP.
Hasonléan legyen N az AQ szakasz Q-n tuli meghosszabbitdsanak az a pontja, amelyre BQ = QN. A BQC' szog
felezGje messe BC-t S-ben.

Legyen BPM< = ¢, ekkor BM = BP miatt BMP< = ¢ és PBA< = 2¢. Tehat QBC< = ¢. A QBS és a
QNS haromszogek egybevigoak, mert QB = QN, a QS oldaluk kozos, tovabbad SQB< = NQS<. Tehdt QBS< =
QNS< = ¢. gy az AM P haromszdg és az AN P haromszog is egybevago, mert az

AM = AB+ BM = AB + BP = AQ + BQ = AQ + QN = AN

oldalak egyenlek, k6zos az AP oldaluk, és egyenls az A-nal levs szogiik. Ezért AMP< = ANP< = ¢.

Tehat QN P< = QN S< = . Ekkor két eset lehetséges: P = S vagy P # S, és igy P, S, N egy egyenesen vannak.

Ha P = S, akkor a BQP és a QPN haromszogek, valamint az APM és APN haromszogek egybevagosagabol
kapjuk, hogy BP = PN = PM, azaz BP = PM = BM, azaz az ABC haromszog B-nél 1évé szoge 180° —60° = 120°,
ami nem lehetséges, mert igy ABC'<+ BAC< = 180°.

Tehat P, S, N egy egyenesen vannak, azaz N = C. Igy ABC< = ANS< = ¢, azaz 180° — BAC< + ABC< +
ACB< = 60° + 2p + . Innen ¢ = 40° és 2 = 80°. Tehat az egyetlen lehetséges megoldas, hogy ABC< = 80°,
ACB< =40° és BAC< = 60°.

Ez a megoldas jo is, mert a QBC'< = QCB< 06sszefliggésbol kapjuk, hogy BQ = QC. Tovabba az APM és APC
haromszog egybevago, mert két szogiik, az A-nél, valamint az M és C-nél levs szogek megegyeznek, és van egy kozos
oldaluk: AP. Tehat AB+ BP = AB+ BM = AM = AC = AQ + QC = AQ + @B.

Tehat az egyetlen megoldés a 60°, 80°, 40°-0s haromszog.

Csikvdri Péter (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., 11. o.t.)

6. Legyenek a, b, c, d egészek, amelyekre a > b > ¢ > d > 0. Tegyiik fel, hogy
ac+bd=0b+d+a—c)(b+d—a+c).
Bizonyitsuk be, hogy ab+ cd nem primszam.
Megoldas. Kibontva ac + bd szorzatalakjat, majd rendezve az egyenlGséget a kovetkez6hoz jutunk:
(1) a’ + b —ac = b*+ d* + bd.
(1)-ben pozitiv egészek egyenlSsége all, és nyilvan
a® 4+ % — 2accos60° = b? + d? — 2bd cos 120°.

Ez pedig azt jelenti, hogy létezik olyan e hosszisagu szakasz, hogy az a, ¢, e oldali haromszogben e-vel szemben
60°-0s, a b, d, e oldalt haromszdgben pedig e-vel szemben 120°-o0s szog van. Igy az abran lathato a, ¢, b, d oldalu, e
atloju négyszog hurnégyszog (két szemkozti szogének az 6sszege 180°). Hasznélhatjuk tehat Ptolemaiosz tételét: ha f
a masik atlo hossza, akkor

(2) ab+cd=cef.
Most szamoljuk ki f hosszat. Két koszinusztételt felirva:
a® + d* — 2adcosp = f2 =% + % + 2bccos .

a’?+d?>—bv -
2(ad + be)

Ebb6l cos p-re a kovetkezs érték adodik: cosp = , amit visszahelyettesitve:

3) P2 0?4 d®—2ad a’?+d* —b? -2 _ a?be + bed? + ab?d + ac*d __ (ac + bd)(ab + cd)
2(ad + be) ad + be ad + be

Ezt a kifejezést irjuk be (2) négyzetébe:

2 2. olac+bd)(ab+ cd)
(ab+cd)* =e*f*=e od + e
Osztva (ab + cd)-vel:
~ (ac+bd) - €?
(4) ab+ cd = b

Legyen P = ab+ cd, Q = ac+ bd, R = ad + bc és E = €*. Ekkor P, Q, R, F pozitiv egészek, és (4) szerint
(5) PR = EQ.



Mivel P—Q =(a—d)(b—c) és Q — R = (a —b)(c—d), azért a > b > ¢ > d miatt P > Q > R > 0, és igy (5)-bol
E>R>0.

Ha P prim, akkor P | EQ miatt P | E vagy P | Q, és igy R = % -Q=F- % alapjan @ | R vagy E | R. Mivel
lattuk, hogy mind @, mind pedig E nagyobb R-nél, egyik oszthatosag sem allhat fenn, P tehat valoban nem lehet

primszam.
Harangi Viktor (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 11. o.t.)
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