[Ezt a versenyt minden év 6szén az ELTE fizikusai szervezik barhova jéré egyetemistak (s6t, akar kozépiskolasok)
szamara. A feladatokat a verseny honlapjan (http://ortvay.elte.hu)olvashatjak a résztvevsk (magyarul és angolul),
és ,yvillam-postan” is bekiildhetik a vilag barmely részérdl. A verseny tiz napig tart, és barmely segédeszkoz igénybe
vehetd.

A feladat. Egy (hagyomdnyos) lemezjitszé dllo korongjira R sugard témor gumilabddt (trikklabddt) helyezink,
majd a lemezjatszot bekapesoljuk. A korong T ideig egyenletes B szdggyorsuldssal felporog, majd kikapcsolva T idd alatt
ledll. Hogyan mozog a tisztdn, csuszds nélkil gordild trikklabda? (A labda nem esik le a lemezjdtszordl.)

A feladat megoldasahoz elGszor megprobaltam a mozgasegyenleteket rendezve olyan egyenletet kapni, amely koz-
vetleniil leirja a labda palyajat. A labda forgasa és haladasa kapcsolatban van egymaéssal, igy arra torekedtem, hogy
a forgasra vonatkozoé jellemzgk kikiiszobolésével csak a halad6 mozgasra vonatkozo egyenletet kapjak.

Jelolje r a lemezjatszo kozéppontjabol a labda also pontjaba mutatd vektort (1. dbra), legyen v = r, a = ¥,
amely egyben a labda kozéppontjanak sebessége és gyorsulasa is. Jelolje tovabba R a golyd kozéppontjabol az alsé

pontjdba mutatoé vektort. Legyen “a korong pillanatnyi szogsebessége, E?g, ¢ a golyo szogsebessége és szoggyorsulésa,
és S a lemezjatszo altal a golyora kifejtett ers, amelynek tdmadaspontja a goly6 legalsé pontja. Tudjuk, hogy a

goly6 tehetetlenségi nyomatéka © = —mR?, ahol m a goly6 tomege. Ez azért kezelhetd skalarként, mert a golyo
gémbszimmetrikus, igy a tehetetlenségi nyomaték fiiggetlen a forgastengely iranyatol.

1. dbra
A golyd mozgasara folirhatunk két egyenletet:

©F, =R xS, (1)ma=S.(2)

Folirhatjuk tovabba a golyo legalsé pontjara vonatkozo kényszerfeltételt, hiszen ez a korong megfelels pontjaval egyiitt
mozog;:

(3) v+ W, xR=0 xr.
Ez utébbi egyenlet differencidlasaval kapjuk azt az egyenletet, ami azt irja le, hogy ennek a két pontnak megegyezik

a gyorsulésa:
a+?g><R:ﬁxv+E><r.

Rendezziik at ezt az egyenletet:

?ngzﬁxv+Exr—a,

majd szorozzuk meg mindkét oldalt vektorialisan R-rel. Mivel R, fiiggSleges, o, és ﬁq vizszintes, igy R X (?g X R)

ugyanolyan irdnyd, mint ?g, csak R%-szer hosszabb. Ezért fennall, hogy
(4) R%. g:Rx(?QXR):Rx(ﬁxv+?xr—a).
A (2) egyenlet (1)-be helyettesitésével megszabadulhatunk a labda forgasat leir6 paraméterektol:
(5) © 64 =R x ma.
A (4) egyenletet ©-val szorozva, majd (5)-6t felhasznalva kapjuk, hogy
R*. (R xma) =R x (?xv+§xr—a) -0,R x (R*ma) = R x (®~ﬁxv+®~§xr—®~a).

Mivel a zardjelben 1évé kifejezések vizszintesek, azaz mer6legesek R-re, ha nem szorozzuk meg ket R-rel, akkor is
meg kell egyezniiik:

R2ma:®-ﬁxv+®~?xr—®~a,a:§~ﬁxv+§~?xr—§~a,a:$~ﬁxv+%-?xr.(6)

Ez az egyenlet valoban tomoren jellemzi a labda mozgéasat, azonban megvan az a hatranya, hogy masodrendi dif-
ferencialegyenlet. Megoldasahoz magasabb matematikai ismeretekre lenne sziikség. Amikor idaig eljutottam, eszembe
jutott, hogy az ilyen tipust egyenletek megoldasai néha egészen egyszert format Sltenek, és ha valamilyen médon meg
tudnam sejteni, hogy mi is lehet a megoldas, annak helyességérsl behelyettesitéssel konnyen meggy&zédhetnék.

Egy valosagos kisérlet elvégzése tobb akadalyba is titk6zott: a lemezjatszo feliilete nem teljesen sik, gyorsulasa sem
egyenletes, és a labda gyorsan legurult réla (taldn azért, mert nem volt teljesen vizszintes a korong, és igy még a
lemezjatszo allo helyzetében is jelentGs volt a labda gyorsulasa).
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Egy masik modszer is lehetségesnek tiint: a (6) egyenlet modellezése olyan médon, hogy piciny dt id6kézonként (a
gyorsulast allandonak véve) a sebességet az egyenletiink altal megadott gyorsulas dt-szeresével, a helyvektort pedig
a sebesség dt-szeresével noveljiik. Folvettem egy koordinata-rendszert a korong sikjaban, amelynek origdja a korong
forgaskozéppontja lett, s melynek x tengelyén pozitiv irdnyban allt kezdetben a labda. A vektorszorzatokat tényezGkre
bontottam, és igy az alabbi skalaris egyenletekkel szdmoltam:

~2(Bry + wvy), (Tay = = (812 + w025
MegfelelGen kis dt valasztasaval ez a médszer a valdésdghoz nagyon kozeli eredményt ad, nagyon sok szamitas elvégzé-
sével. Ez egy mai atlagos szamitogépnek nem jelenthet komoly gondot.

A programomat C nyelven irtam LINUX operaciés rendszer alatt. Egy ilyen program megirasa barkinek, aki csak
kicsit is jaratos a programozasban, koriilbeliil hisz percet vesz igénybe.

A bemeng adatok: a labda a (0, 1|0) pontboél indult, azaz 10 cm-re a korong kézéppontjatol (célszerd mindent SI-ben
szamolni). T-t 100 masodpercnek valasztottam, 8 = 0,01 s™2. A dt iddkiilonbségre egy ezredmasodpercet megadva
jogosan remélhettem, hogy elég pontosak lesznek a szamolt adatok.

2. abra
A 2. dbra a labda mozgasat mutatja az elsé 65 masodperc alatt. Egy-egy pont 2 masodpercenként mutatja a labda
helyét. Az abrarol leolvashato, hogy a labda gyorsuldé mozgast végezve korpélyéat fut be. Tébb kort kirajzoltatva lattam,
hogy amikor tul nagynak valasztottam 7'-t, megmutatkoztak a modszer hatranyai: folhalmozodtak a kozelitésbsl adodo
hibédk, a palya vastag korgytirivé mosodott. Ezen dt csdkkentésével tudtam javitani.

Ay =

3. dbra
Megnéztem a helyet, a sebességet, illetve a gyorsulast is az id6 fliggvényében. A grafikonok alapjan gyanitottam,
hogy a mozgas egyenletesen gyorsulé kormozgas, illetve a korong lassulasa utan ugyanilyen titemben lassulé mozgas,
igy kirajzoltattam az wy = v/r korfrekvenciat az id6 fiiggvényében (3. dbra). Lathato, hogy a goly6 kormozgasanak
wy, szogsebessége valoban idében linearisan valtozik, és véaltozasi titeme S-tol fligg. A kezdeti dllapotban, w =0, v =0
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esetén érvényes a = ?? x r-b6l sejthets, hogy a labda kdrmozgasdnak szoggyorsulésa [ = - B.

A biztonsag kedvéért a szamitogép altal meghatarozott w(t) adatokra a meérések (és szimulaciok) kiértékeléséhez na-

gyon hasznos GNUPLOT program segitségével egyenest illesztettem. Definidljuk az omega(t) = t < 100 7 t * beta :

fiiggvényt, és keressiik meg a szamolt adatainkat legjobban kozelitG beta értéket a fit paranccsall Eredményként
B = 0,00286-0ot kapunk, ami val6ban = B, és a program szerint ez a fliggvény nagyon jo kozelitése az adatoknak.

A szamitogépes szimulacio alapjan felmeril a gyand, hatha tetsz6legesen (tehat nem egyenletesen gyorsulva) forgo
lemezjatszon is igaz: a labda talppontjanak szoggyorsuldsa mindvégig végig a korongénak ?—szerese lesz. Ez a sejtés
valoban igaz. Belatasahoz azt kell folismerni, hogy ha a labda éppen korpalyan mozog, és szogsebessége a korongénak
%—szerese, akkor a korong barmilyen aktudlis szoggyorsulasa esetén a labda szoggyorsuldsa annak ?—szerese. Ezt pedig
(6) alapjan konnyt belatni, hiszen a sugar- és érintGirdnya komponenseket osszehasonlitva adodik, hogy

2 2
Tw_g = Zwrwg, By = ?ﬁr,

vagyis minden pillanatban fennall, hogy

2 2
Wg = ?W és Bg = ?B

Most méar meg tudjuk valaszolni a feladat kérdését: mivel a kezdeti feltételek megfelelnek a fenti feltételezésnek,
ezért a labda szoggyorsulasa, szogsebessége és szogelforduldsa is aranyos a korongéval. Akarhogy torténjen is a korong
lassulasa, egyenletesen vagy méasképp, a goly6é annak megéllta utdn a kézépponttol eredeti tavolsdgban meg fog allni.

Egy ilyen program birtokdban érdemes elgondolkodni azon, mi torténik egyéb esetekben. Nos, ha a labda korongra
helyezésekor (3) nem teljesiil, akkor (megfelelen nagy tapadasi surlodasi egyiitthato esetén) rovid idén beliil a labda
akkora impulzust és perdiiletet kap a korongtol, hogy mozgésa és forgasa ezutan mar a tiszta gordiilésnek megfelels

lesz. A f =0 (w 4allando) esetben példaul a labda korpalyan fog mozogni, w, = ?wk—val, de palyajanak kozéppontja
nem feltétleniil esik egybe a korongéval. Egyéb esetekben, példaul ha a labda kezd@sebességének van sugarirdnyu
komponense, akkor a gyorsulé korongon nem kérmozgast végez, hanem egy érdekes pélyat ir le, egy (a kezdGsebesség
iranyatol fiiggben) nagyobb vagy kisebb korpalyat fog kozeliteni csillapitott rezgémozgassal.

Béky Bence (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn.)
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