Ez év mércius 29. és aprilis 5. kozott keriilt sor, ezuttal Budapesten, immér a tizenkettedik alkalommal az izraeli
és magyar didkok kozotti matematikaversenyre. A két orszagot, most elGszor, hattagi csapatok képviselték. A magyar
csapat tagjai a kovetkez6k voltak:

Csikvdri Péter 11. évf. (F6varosi Fazekas Mihaly Gyakorlo Gimnézium);
Csoka Endre 10. évf. (Fazekas Mihaly Gimnézium, Debrecen);

Harangi Viktor 11. évf. (F6varosi Fazekas Mihéaly Gyakorlo Gimnézium);
Horvdth Illés 11. évf. (Févéarosi Fazekas Mihaly Gyakorlé Gimnazium);
Vizer Tibor 12. évf. (Révai Mikl6és Gimnézium, Gy6r);

Vords Laszlo 12. évi. (Piarista Gimnézium, Kecskemét).

A verseny els6 két napjan a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidk lebonyolitasa szerint harom-harom feladattal
kellett megbirkézniuk a versenyzéknek. Mindkét napon 4,5 éra gondolkodasi id6 allt rendelkezésre és az egyes feladatok
kifogastalan megoldasaval 7-7 pontot lehetett szerezni. A feladatsor meglehet&sen nehéznek bizonyult, a legnehezebb,
hatodik feladatra nem érkezett teljes megoldas.

A legjobb eredményt Ran Tessler izraeli didk érte el 38 ponttal. A magyar versenyzsk teljesitménye a kovetke-
z6képpen alakult: Csdka Endre: 37 pont; Csikvdri Péter: 31 pont; Harangi Viktor: 30 pont; Virds Ldszld: 27 pont;
Horvdth Illés: 12 pont; Vizer Tibor: 11 pont.

Bar a verseny egyéni volt, természetesen kiszamoltuk a két csapat Gsszpontszamat: eszerint, akarcsak az egyéni
versenyben, a vendégek egyetlen ponttal bar, de megel6zték a magyar csapatot.

A harmadik napon a hagyoményos csapatversenyre keriilt sor. A téma, amit egy honappal korabban megkaptak
a felkésziils didkok, a verseny magyar névadoja, Turdn Pdl tiszteletére a kovetkezs volt: Extremdlis grdafok és Turdn
tipusi tételek. A csapatverseny feladatsorat Simonovits Miklds, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet tudomanyos
tanacsadoja allitotta Ossze. A kittinGen felkésziilt csapatok lényegében valamennyi feladatot megoldottak.

Az utolsé oldalon a versenyen késziilt fényképek lathatok.

A tovabbiakban a verseny magyar résztvevsinek beszamolojat kozoljiik: hogyan lattdk 6k ezt a néhany napot.

*

A budapesti Lauder Javne iskola volt a vendéglatdja az idei taldlkozonak, amely szokés szerint a kétnapos egyéni
versennyel kezd&dott 2001. marcius 30-an, pénteken. Kiilon kihivéas volt szamunkra, hogy a sabbath, a zsid6é szombat
miatt a masodik versenynapot csak naplemente utan kezdhettiik. Igy mi este 6 6rakor, az izraelick pedig 8-kor vagtak
neki a 4 és fél 6ras versenynek. MeglehetGsen nehéz volt végig koncentralni.

Masnap a kirdnduléson pihenhettiik ki a faradalmakat. Fogaskerekivel felmentiink a Janos-hegyre, ahol a kilatobol
megcsodalhattuk Budapest latképét, majd lelibeg6ztiink. Ekkor adédott elgszor lehetSségiink arra, hogy megismer-
kedjlink az izraeli didkokkal.

A hétf6i csapatverseny kellemes légkorben telt el — ennek az eredménye ugyanis nem szamitott bele a két egyéni
dolgozat értékelésébe. A feladatok is konnyebbnek bizonyultak, csupan a 2. feladatot nem oldotta meg az Gsszes csapat.

Kedden délelstt két elGadast hallgattunk meg angol nyelven; az izraeliek kisér6tanarat, majd Simonovits Miklost,
a csapatverseny feladatainak Osszeallitojat. Ezutan a diszebéden belekostolhattunk a koéser konyhamtvészetbe. Lehe-
tGséglink nyilt k6z0s jatékra is, és tapasztalhattuk, hogy Izraelben is igen népszerd a foci. A folytatdsban T. Sds Vera
és Tardos Gabor adott elg a Lauder iskola csodalatosan felszerelt multimédia termében. Mindketten a matematika
egymastol tavol esd teriileteinek megleps kapcsolatarol beszéltek. Végiil megnéztiink egy angol nyelvid, Erdds Palrol
52616 dokumentumfilmet.

Az utols6é napon a bucstiinnepségen tudtuk meg, hogy Osszesitésben egy ponttal kikaptunk. Nem baj, majd a
didkolimpian. ..

Csikvari Péter, Gerencsér Baldzs, Harangi Viktor, Horvdth Illés Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., 11. o.t.

12. Gillis—Turan Matematikaverseny, 2001 tavaszan
Elsé nap

1. Keressiink olyan pozitiv egész x, y, z szdmokat, amelyekre
200022 + y? = 200122,

tovabba, amelyekre teljesiil, hogy x > z > 1999 - 2000 - 2001 > y.

2. Adottak az e egyenesen az A, B, C' és D pontok ebben a sorrendben. Mi azon P pontok mértani helye a sikban,
amelyekre az APB és a CPD szogek egyenlGk?

3. Hatarozzuk meg azokat a folytonos f fiiggvényeket, amelyekre minden x valés szamra

f(f(@) =z + f().



Masodik nap

4. p(z) = z* — 3z + 1. Adjunk meg olyan harmadfoku polinomot, amelynek a gydkei a p(z) gyokeinek az 6todik
hatvanyai.

5. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, By és C; az AC, illetve az AB oldalak felez6pontjai. A C11
és B1l egyenesek Bs-ben és Ca-ben metszik AC-t, illetve AB-t. Tudjuk, hogy az ABC és az AB;C5y haromszogek
teriilete egyenls. Mekkora a CAB sz6g?

6. Adott 32 pozitiv egész gy, hogy egyikiik sem nagyobb 60-nal, az 6sszegiik pedig 120. Bizonyitsuk be, hogy két
egyenld Osszegl csoportba rendezhetdk.

Csapatverseny

Az alabbi feladatokban G,, mindig n-pontt egyszerid (t6bbszoros élek nélkiili, hurokél mentes) graf, K, pedig az
n-pontu teljes graf. e(G,) a G, éleinek a szamat jeloli.

A feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha K,, éleit n szinnel szinezziik Ggy, hogy minden szin ténylegesen el6fordul, akkor az igy
kapott szinezett graf tartalmaz olyan haromszdget, amelynek élei kiilonboz6 szintek.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha
e(Gn) > %2 +2,
akkor GG, tartalmaz két olyan haromszdget, amelyeknek egyetlen k6z0s csicsa van.
3. Bizonyitsuk be, hogy ha
e(Gy) > %n\/ﬁ—i— g,
akkor G, tartalmaz 4 hosszisagu kort.

4. a) Jelolje K (2, 3) azt a teljes paros grafot, amelynek 3 fekete és 2 fehér csicsa van. Bizonyitsuk be, hogy ha G,
nem tartalmazza K (2, 3)-at, akkor

1
e(Gy) < ﬁn\/ﬁ +n.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha adott n > 16 pont a sikon, akkor a koztiik felléps tavolsagok koziil legfeljebb ny/n lehet
egységnyi hosszu.
5. Legyen p adott prim és tekintsiik az (z, y) egész szamparokat mod p. Készitsiik el azt a grafot, amelynek csticsai

ezek a parok, és két cstcs, (z, y) és (2, y') kozdtt pontosan akkor halad él, ha

r2’ +yy =1 (mod p).

Az ily modon esetleg létrejovs hurokéleket hagyjuk el a grafbol.
a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott graf nem tartalmaz 4 hossztusagu kort.
b) Bizonyitsuk be, hogy az n végtelen sok értékére létezik olyan G,, graf, amelyiknek legalabb
1
—nyn—mn
2
éle van és nem tartalmaz 4 hosszisaga kort.
*
Az alabbiakban kozoljiik a verseny legnehezebb feladatdnak a megoldaséat.

6. Adott 32 pozitiv egész ugy, hogy egyikik sem magyobb 60-ndl, az dsszegiik pedig 120. Bizonyitsuk be, hogy két
eqyenld dsszegd csoportba rendezhetdk.

Megoldas. Az allitas bizonyitasat tobb segédtételre bontjuk. A bizonyitds soran foltessziik, hogy az adott szamok,
ai, asz, ..., age nagysag szerint ndévekvs sorba vannak rendezve.

1. Lemma. Ha a pozitiv egész szamokbol dllo a; sorozatra teljesiil, hogy

aigl—i—Zaj

j<i



n

minden 1 < i < n esetén, akkor a sorozat ,univerzdlis", azaz minden 1 és Zai kézotti pozitiv egész elddll az a;
i=1

kilonbézd elemeinek az dsszegeként.

A lemma allitdsa tobbé-kevésbé ebben a forméaban az 1960. évi Kirschak verseny 2. feladata volt, és azdta lénye-
gében kozismertté valt. A bizonyitas teljes indukcidval térténhet, és megtalalhatdo Hajos Gyiérgy—Neukomm Gyula—
Surdnyi Jdnos: Matematikai Versenytételek II. cimd alapvetd miivében. (Tankényvkiado, Budapest, 1988)

Ha a sorozat részletosszegei helyett a sorozat tagjait vizsgaljuk, akkor az alabbi, konnyebben kezelhet6 elégséges
feltételt kapjuk:

Ha a; <1 teljesiil minden 1 <17 < n esetén, akkor az a; sorozat univerzalis.

A bizonyitas nyilvanvald, és ahogyan példaul az egyik legismertebb univerzalis sorozat, a 2-hatvanyok sorozata
mutatja, a feltétel valoban csupan elégséges.

2. Lemma. Ezt a lemmaét is altalanos alakban mondjuk ki, mert ebben a formaban a paraméterek kiilonbozé
értékeire is felhasznaljuk majd a bizonyitas soran.

Ha adott m darab névekvéen elrendezett pozitiv egész szam, amelyek S dsszegére S < 4m — 6 (ez most nyilvdn
teljestl, hiszen S = 120 < 4 -32 — 6) akkor a sorozatra teljesil a; < i, ha 3 <i<m —2.

(Az adott intervallum akkor nem iires, ha m > 4, de ez most nyilvan teljesiil.) Ez azt jelenti, hogy az 1. Lemma
kovetkezményeként adodo feltétel csak a sorozat kezdetén és végén sériilhet.

Bizonyitas.
Az alabbi becslés nyilvanvalo:

(1) S:Zaj—FZaj221+Zai:(i—1)+ai(m—|—1—i),

J<i i>i j<i >4
és igy
S+1—1 S—m
i < =1 -
(*) a_m—|—1—i +m—|—1—z

S
Eszerint az % < 1 egyenl6tlenségbdl kovetkezik az a; < i feltétel. Ez utobbi pedig egyenértéki a masodfokia
m —1

(2) fi)=i—(m+1)i+S—-m<0
egyenl6tlenséggel. Mivel f(3) = f(m —2) =6 —4m + S, ami a feltétel (S < 4m — 6) szerint valoban negativ, a lemma
allitasat igazoltuk.

Megjegyzés. Erdemes felfigyelni arra, hogy a (2) egyenlStlenség szerint a névekvé modon elrendezett a; sorozatban
m+1

-dik, kozéps6 tagra szimmetrikusan sériilhet az a; < i feltétel.

az

3. Lemma. Ha (a kordbbi jeldlésekkel) a1 < as < ...amm < S/2, és az elséd m — 2 tag univerzdlis sorozatot alkot,

akkor S/2 elddll a sorozat néhdny elemének az dsszegeként.
m—2

Bizonyitas. Mivel a,,, < S/2 68 S — am—1 = am + Z a; > S/2, ezért barmely pozitiv egész elGall ebben az
intervallumban. =

Térjiink most ra a feladat allitdsanak a bizonyitasara. Ha a sorozat ,alacsony értékekkel kezd&dik”, azaz méar az
els6 elemtdl kezdve univerzalis, vagyis a; < 1 és ay < 2, akkor a 2. lemma szerint az els6 m — 2 = 30 szam univerzalis
sorozatot alkot, és igy a 3. lemma szerint készen vagyunk.

Ha nem ez a helyzet, akkor a; 4+ as > 4. Mivel lattuk, hogy a; < i, ha m —2 =30 > ¢ > 3, mindenképpen teljesiil,
hogy a3 < 3. Az elemek rendezése miatt igy as < 3. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy ao értéke 2 vagy
pedig 3.

1. eset: as = 2.

Az a1 +ag > 4 feltételbsl most a; < ap miatt kovetkezik, hogy a1 = as = 2. Ismét a 2. lemmat alkalmazzuk. Tegyiik
félre a két darab 2-est, és rendezziik a sorozat paratlan értéki tagjait tetszélegesen parokba. Ez most megtehets,
hiszen a szamok Osszege paros. Igy legalabb m — 2 > 15 = "y" paros szamot kapunk. Most az1 + agz <
120 — (a1 + az) — 28 - 2 = 60, tehat ebben az esetben az eredeti sorozat barmely két tagjanak az Gsszege kisebb vagy
egyenls, mint 60. Felezziik meg a két darab 2-essel egyiitt Gsszesen m > 17 darab paros szamot! Igy az

l=b=b2<b3<bs<--- <0y, €30

m
sorozatot kapjuk, amelyre Z b; = 60.
j=1



Erre a ,felezett” sorozatra még mindig teljesiil, hogy 4m — 6 > 4-17 — 6 > 60, tehat a 2. lemma szerint b; < 7, ha
3<j<m—2,és mivel by = by =1, a 3. lemma felhasznalasaval kovetkezik, hogy a b; sorozat elemeibdl elGallithato
a 30. Ez pedig, 2-vel szorozva, a 60 elgallitasat adja az a; sorozat elemeibdl.

2. eset: as = 3.

Lattuk, hogy as < 3, ezért most ag = 3. Az el6z6 triikkk most is miikddik: megmutatjuk, hogy a 3-asokat félretéve
a megmarado szamok elegendGen sok 3-mal oszthatod Osszegli csoportba rendezhetdk.

Most agg + as1 + aze < 120 — (a1 + az) — 27 - 3 < 60, tehat a sorozat barmely harom tagjanak az dsszege kisebb

60-nal. Az el6bbi triikk szerint tegyiink félre két darab 3-ast — lattuk, hogy most van legalabb ennyi. A megmaradd
32-2

30 szam Osszege oszthato 3-mal, és igy legalabb m —2 > 5 | = 10 csoportba rendezhetsk (egyesével, kettesével,

illetve harmasaval) agy, hogy a csoportok Gsszege 60-nal kisebb, 3-mal oszthaté szam. Az igy addédé m > 12 darab

szamot (a két darab félretett 3-assal egyiitt) 3-mal elosztva az alabbi sorozatot kapjuk:

1=by =by <b3<...<by <20, ij:zm.
j=1

Készen vagyunk, hiszen most is 4m — 6 > 4-12 — 6 > 40, igy a by, ba, ..., by —o univerzalis, tehat a 3. lemma szerint
S/2 = 20 elallithat6 az elemeibdl.

Megjegyzések. 1. Sz6 szerint ugyanigy igazolhato, hogy ha adott m = 3k + 2 darab szam, amelyek Osszege S = 12k
és egyikiik sem nagyobb, mint S/2, akkor ezek a szdmok két egyenls Osszegii csoportra oszthatok. (A feladatban
k =10, m = 32, S = 120.) Az is lathato, hogy az &llitas éles, két példa is mutatja, hogy 3k + 1 darab szamra ez
mér nem feltétleniil tehet6 meg. Kénnyen bizonyithat6, hogy barhogyan osztjuk is két csoportra az aldbbi szamokat,
a csoportokban sosem lehet egyenls a szamok Gsszege.

{1,1, ..., 1, 3k, 3k+1, 3k+1}, illetve {2, 2, ...,2 3k+1, 3k+1}.
— ——
3k—2 db 3k—1 db

2. A feladat egy némileg altalanosabb probléma — talan legnehezebb — részfeladata. Az altalanos kérdés a kovetkezo:
milyen feltétel biztositja, hogy egy S Osszegl m elemi halmaz két egyenls Gsszegl csoportra legyen felbonthato (a
nyilvanvaloan sziikséges a; < S/2 feltételen kiviil.) Azonnal adodik, hogy ha az S paratlan, akkor ez soha nem tehetd

S
meg. Ha S paros, de nem oszthato 4-gyel, akkor azt kapjuk, hogy a kritikus elemszam 3 + 1. Ha S oszthato 4-gyel, de

S
nem oszthaté 3-mal, akkor ez [5—‘ + 1, a versenyen kit(izott feladat pedig lényegében annak az esetnek a vizsgalata

S
volt, amikor S oszthato 3-mal is és 4-gyel is. Ilyenkor a legalacsonyabb a kritikus elemszam, — + 2. Az olvas6 kénnyen

talalhat példékat, hogy az egyes esetekben megadott értékek valoban élesek és a fenti bizonyitas elemeit felhasznalva
maga is igazolhatja a kimondott allitasokat.

3. A feladat egy természetesen adodo algoritmus elemzésével is megoldhatd, pontosabban ugy is eljuthatunk az
alapvets 2. lemma egy valtozatdhoz. Sajnos ez sem intézi el az idegesitd a; + as > 4 esetet, igy a ,felezési’, illetve
Jharmadolési’ triikk nem latszik elkeriilhetének.

Az algoritmus leirasakor természetesebben hangzik, ha a feladat szovegét némileg atalakitjuk: a szamokrol mint
stlyokrol beszéliink majd — tekintsiik ket mondjuk grammokban adott mérészamoknak —, a feladat pedig azt koveteli
meg, hogy ezeket a stulyokat két, egyenld tomegi csoportra osszuk, ha ugy tetszik, egy meérleg két serpeny@jében
rendezve el Gket. Tekintsiik tehat a stulyok ndvekvéen elrendezett sorozatat, és tegyilink a mérleg két serpeny@jébe
egy-egy zért tartalyt, amelyekbe pontosan S/2 grammnyi tomeg fér.

A legnehezebbikkel kezdve helyezziik el a silyokat egyesével a tartdlyokban, az éppen sorra keriil6t a kdnnyebbik
(nem nehezebbik) serpenydbe téve. Ha elakadunk, azaz a soron kévetkezs stly egyik tartalyban sem fér el, akkor
megallunk. Ha ez a kiegyensilyoz6 algoritmus gy ér véget, hogy valamennyi silyt sikeriilt elhelyezniink, akkor nyilvan
megvalositottuk a kivant felosztast.

Nézziik, mi torténik, ha elakadas nélkiil sikeriilt elhelyezniink az a;-nél nem kénnyebb silyokat. Ha a két tartaly
tartalmat ebben az allapotban S; és Sy jeloli (S7 < Sa nyilvan f6ltehets), akkor nyilvan S; + Sy = S — Zaj. Ha

J>i
most a; < 5/2 — So(< S/2 — Sy), akkor az a; suly is elfér, az eljaras tehat nem akad el. Ez biztosan teljesiil, ha
2a; <1+(5/2—=51) +(5/2 = Ss). Vegyiik észre az l-est a jobb oldalon, ez azért illeszthets ide, mert egész szamokkal
dolgozunk. Ez viszont nem egyéb, mint

2ai§1+S—Zaj:1+Zaj
Jj>t J<i

— ismerds? — igy ha
akgl—l—Zaj, ha k=m, m—1, ..., 1,
j<k



akkor a kiegyensulyozo algoritmus lépéseivel akadalytalanul elhelyezhetSk az
amzam_l Z...Zai

sulyok! A Kiirschak-feladat feltétele ebben az értelmezésben az algoritmus sikeres lefutaséat biztositja!

Vegyiik észre, hogy mivel a nagy silyok a feltétel szerint nem nagyobbak S/2-nél, az algoritmust el tudjuk inditani.
Ezzel becsatlakoztunk a fenti megoldasba, hiszen ott lattuk, hogy f (i) < 0-bdl kévetkezik a; < i, ami most elégséges
ahhoz, hogy sikeresen lefusson az algoritmus. Az kis kezdGértékek most azt jelentik, hogy amikor elértiink as-hoz, akkor
ezutan az eljarés befejezhets. Ebben a valtozatban nincs sziikség az egyébként trivialis 3. lemmaéra, a megoldas csak
azon mulik, hogy jol kezdddik-e a sorozat (akkor végzsdik jol az algoritmus). Ebben a valtozatban a megoldas valamivel
egyszertibbé valt, aminek az lehet az oka, hogy itt kizardlag a kiegyensulyozasra toreksziink, nem foglalkozunk azzal,
hogy egyébként milyen szadmok allithatok el6 a megadott sorozat segitségével.



