Niccolo Fontana 1499-ben sziiletett az italiai Brescia varosaban. Egy szegény lovaskiildonc fia, édesapjat hatéves
korédban elveszti, s igy arvasagra jut. 1512-ben a Brescia varosadban fosztogatd és gyilkold francia zsoldosok eldl a
nék és a gyerekek egy templomba menekiiltek. Ide menekiilt Niccolo fitcska is az édesanyjaval. Azt hitték, hogy a
templomban menedéket lelnek, de a sdpredék a templomba is betort, és kegyetleniil kaszabolta, 6ldoste az ott levs
néket és gyermekeket. Igy kapott a kisfit is tobb kardvagast, amelyek egyike az arcat érve felhasitotta a szajat. A
gyermek tulélte a vérengzést, de ettdl fogva nehezen beszélt, hebegett. Kortarsai ezért ragasztottak ra a Tartaglia
(dadogo) csufnevet. Ez annyira megragadt rajta, hogy a matematikatorténet ma is gyakran igy emlegeti. A nélunk
Pascal-haromszog néven ismert elrendezést példaul az olasz iskolakban mind a mai napig Tartaglia haromszogének
nevezik.

1. dbra: Niccolo Fontana (Tartaglia)

Nem kapott rendszeres iskolai képzést, édesanyjanak csak arra telt, hogy fidt 14 éves kordban 15 napig jarassa
iskolaba. De Fontana 23 éves koraban mar matematikéaval kereste a kenyerét. Onalléan tanulta a matematikat és a
latint, amely a tudomény nemzetkozi nyelve volt. Szamolémesterként pedig a hozza fordul6 iparosok, épitészek és
kereskedsk gyakorlati szamitasi problémait oldotta meg, és igy legalabb akkora hirnév és megbecsiilés 6vezte, mintha
egyetemi katedraja lett volna.

A matematikatorténetbe Fontana a harmadfoku egyenlet altaldnos megoldasi modszerének — egyik — folfedezdjeként
irta be a nevét.

Ugy tiinik, hogy el6szor Scipione del Ferro (1465-1526) bolognai matematikus talalta meg a harmadfoku egyenletek
egy csoportjanak az altalanos megoldasi eljarasat 1515 koriil ([6] 172. old.). O az 2 +b-z = ¢ (b > 0, ¢ > 0) alakt
egyenletek megoldasi eljarasat fedezte fel. (Az ilyen, 2° +b-2 = ¢ (b > 0, ¢ > 0) harmadfoku egyenletet nevezték del
Ferro tipusu egyenletnek.) Titkat sokaig megtartotta, csak haldla el6tt nem sokkal arulta el vejének, Annibale della
Nave professzornak, aki az utdda lett a bolognai egyetemen, ezenkiviil a bresciai Antonio Maria Fiore professzortarsaval
kozolte a megoldoképletet.

Akkoriban divatos volt a ,matematikai parbaj’. A mésik problémait igyekezett a két résztvevd megoldani a tudo-
many, sajat maguk és parfogoik nagyobb dicsGségére. A gyGztes hirneve nétt, de a vesztes sem biinh6dott tul szigorian;
foljegyezték a kronikak, hogy egy esetben példaul vendégiil kellett latnia a gy6ztest és annak 29 baratjat. Erthets, hogy
a harmadfoku egyenlet megoldasanak ismerete az ilyen parbajok soran szinte legyGzhetetlenné tette a titok tudojat.

Altalunk most nem targyalt elézmények utan 1535-ben del Ferro moédszerének ismeretében Antonio Maria Fiore
egyetemi professzor matematikai parbajra hivta ki Tartaglia szamolémestert. Tartaglia tudta, hogy Fiore ismeri az
3 +b-x = c tipusi harmadfoka egyenlet megoldoképletét, igy arra szamitott, hogy ellenfele neki is ilyen tipusi
probléméakat tiz majd ki. Ezért gézerével latott neki a kutatdsnak, és az 1535. februar 13-ra virradoé éjszaka meg is
talalta az emlitett tipusa harmadfoka egyenletek megoldasanak titkat, néhany nap mulva pedig az 2° = b-z+c (b>0,
¢ > 0) tipusaakeét is.

A Nagy Matematikaverseny 1535. februar 22-én zajlott le. Tartaglia két 6ra alatt megoldotta Fiore valamennyi
problémajat, aki viszont egyetlen eggyel sem boldogult ellenfele problémai koziil. Igy az iskolazatlan szamolomester
legy6zte kihivojat, az egyetemi professzort, aki rdadasul nem is maga fedezte fel azt a képletet, amit tudott, hanem
Scipione del Ferro professzortol tanulta.

Valoszintileg az torténhetett, hogy Fiore 2 4+ b -z = ¢ tipust egyenleteket tlizott ki, mig Tartaglia 2 = b -z + ¢
(b, ¢ > 0) tipust egyenleteket adott fel a professzornak. O mindkét valtozattal elboldogult, mig Fiore csak a sajat
maga altal kitlzott tipussal. Ezt erGsiti meg a skociai Szent Andras Egyetem matematikatorténeti adatbazisa is a
Tartaglia cimszonal [7]. Erdekes lenne megtudni a Nagy Matematikaverseny problémait, de arrol nem hallottam, hogy
ezek fonnmaradtak volna.

A torténet folytatasat Sain Mdrton: Nincs kirdlyi ut c. konyvében [1] olvashatjuk. Megemlitjiik azért, hogy a
harmadfoku egyenlet altalanos megoldoképletét sem Ferrorol, sem Tartagliarél, hanem Girolamo Cardano-rdl (Id. 2.
dbra) (1501-1576) nevezték el. O a Tartagliatol megtudott megoldéképletet nem tartotta tovabb titokban, hanem Ars
magna sive de regulis algebraicis (A nagy tudomany, azaz az algebra torvényeirdl) cimii, 1545-ben Niirnbergben meg-
jelent miivében kozzétette az eredményt. Becsiiletesen leirja kdnyvében, hogy a harmadfoku egyenlet megoldoképletét
6 Tartagliatol hallotta.

A harmadfoku egyenlet olyan alakja, amely az 2 +b-z=c, 2> =b-x4+cés 2®> +c=b-x (b, c > 0) egyenleteket
egyarant magaban foglalja:

2+ pr+q=0.

(p, g tetszoleges valos szamok.) A Cardano-formula ismert alakja:
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A del Ferro altal megoldott eset pozitiv p-nek és negativ g-nak felel meg.
Jol lathato, hogy a jelentéktelennek ting kiilonbség, a negativ p esete miért okozhatott megoldhatatlannak latszo
nehézséget: az 1> — x = 0 egyenletre (gyokei nyilvanvalé szorzatta alakitas utan —1, 0, 1) alkalmazva példaul a
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alak adodik, és a kortarsak nem nagyon tudtak mit kezdeni a negativ szamok rejtélyes négyzetgyokével.

Ha nem is tudjuk felidézni a Nagy Matematikaverseny példait, azért megvizsgaljuk Tartaglia szamoldmester egy
fennmaradt versenypéldajat. Azért nevezem versenypéldanak, mert kdnnyen elképzelhets, hogy Tartaglia a versenyen
is tlzott ki hasonl6 jellegd problémat.

Osszuk fel a 8-at két részre gy, hogy e két résznek és a részek kiilonbségének a szorzata mazximadlis legyen.

Tartaglia a megoldas modszerét szokasahoz hiven titokban tartotta, és csak a végeredményt kozolte: A két rész
kilonbségének négyzete legyen egyenld a 8 fél része négyzetének és ennek a harmaddnak dsszegével.

Ez kissé lakonikus feleletnek tlinik, ezért a problémét és Tartaglia valaszat is leforditjuk az algebra nyelvére.

A Tartaglia-probléma algebrai jelolésekkel: Keressik az a és b pozitiv szimokat, amelyekre a+b = 8, és az a-b-(a—b)
szorzat mazimdlis. Maximum] esetén nyilvan a > b.

Tartaglia valasza algebrai jelolésekkel: az a és b olyan szamok, amelyekre a + b = 8 mellett az is teljesil, hogy
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Tehat (a — b)? = 3 és igy a—b=—,a+b= 8.} Innen a = 4+ — és b = 4 — —. Tartaglia azt éllitotta,
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hogy a +b=8esetén aza =4+ —ésb=4— 7 szamokra lesz maximalis az a - b - (a — b) szorzat. Mindenesetre

meglep&dhettek azok, akikkel csupan igy kozolte Tartaglia a valaszt. Hogyan tudtak ellendrizni, hogy jo-e az eredmeény?
Ezt nem tudom, de arra lehet gondolni, hogy miutan nem tudtak olyan a, b szAimpart mondani, amelyre nagyobb lett

256+/3
3

volna az a-b-(a—b) szorzat, mint a Tartaglia szampéarjanal adodo , elfogadtak a valaszt. Tartaglia végeredménye

valéban helyes, és ezt fogjuk a tovabbiakban bebizonyitani.

Probaljuk meg rekonstrualni Tartaglia eljarasat. Vezessiik be ismeretlenként a két rész kiilonbségét: © = a — b
(a > b). Ekkor, figyelembe véve, hogy a +b =8,
8+ ) 88—

5 és b= 5

a

Igy a kovetkezs fiiggvény maximumét kell meghataroznunk:

8+2 8—z 64z —23
flx)=(a—=b)-a-b=x- 5T Y

ha8 >z >0.

Ma maér a legtobb érettségizé meg tudja oldani a feladatot (ha tanult derivélni), de a differencialszamitast tobb, mint
150 évvel késgbb fedezte f6l Newton és Leibniz. Nézziik, hogyan gondolkodhatott Tartaglia a harmadfoku egyenletek
tudosakeént.

Jeloljik M-mel az f fiiggvény maximumat a bévebb x > 0 halmazon. Ekkor arra az z-re, amelyre a fiiggvény
felveszi a maximumét fennall, hogy

8+zx 8—=x
: : = M.
S 2

Ezt rendezve az
3 —64-24+4-M=0

harmadfoku egyenletet kapjuk, és ennek az egyenletnek gydke a maximumot szolgéltatéd x.
Azt a legnagyobb M értéket keressiik, amelyre a

64z — 23

=M
4

egyenletnek van pozitiv gydke. Bar Tartaglia idejében — és még tobbszaz évig — nem beszéltek fiiggvényekrél, és nem
rajzoltak grafikonokat, mi folrajzoljuk az
_ 64z — x>
Y=
fiiggveny grafikonjat,(8.dbra) hogy ldssuk azt, amit & nyilvin egészen mds mddon ldtott dt.

A keresett M értékre mindenesetre az
23— 64 +4M =0

LA kor matematikajaban — és még vagy 200 évig — az ilyen tipusi, fGleg gyakorlati eredeti szélsGérték problémaknal egyaltalan nem
vet6dott f6l, hogy létezik-e a szoban forgd
maximum.



eqyenletnek két gyoke van, egy pozitiv, o és egy negativ, . Az 2° + px + q = 0 tipust egyenletek szakértdjeként pedig
Tartaglia tudhatta, hogy ha az egyenletnek két gyoke van — ma ugy mondandnk, hogy o kétszeres gyok — akkor a
Cardano-formuldaban a négyzetgydk alatt allo
a\?  (P\?
(3) +(5)

64\°
AM? — [ =) =0
()
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dsszefiiggésbol M > 0 miatt M = —3 ez tehdt a mazimum értéke, az egyenlet pedig

mennyiség értéke (.
Most p=—64, g =4M, és igy a

(1) x® — 64z +

1024v3
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A Cardano-formula az egyenlet — egyik — gyokét is kiszamolja: most x = 2} —g = —2V2M = —T\/_ Ldthatjuk —

példdul a grafikonrél —, hogy ez az eqyszeres B gydk. Eqy harmadfoki egyenlet eqy gyidkét ismerve viszont kiemelhetjik
a megfeleld elsdfoki gyoktényezdt:

2
z3— 64z + 102;1\/5 = (:E + —16;@) <w2 — —16?:/590 + 6—34> = (x + —16?:/§> <x - —8\3@) ,

vagy a csak 1540-ben megsziletd Viete-rol elnevezett formuldkra hivatkozva megdllapithajtuk, hogy az x> + pxr +q =0

16v/3
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Hogy Tartaglia igy okoskodott-e vagy masképp, nem tudhatjuk. Eqy bizonyos értelemben sokkal tébbet kellett tudnia,
hiszen a Nagy Matematikaverseny problémdit megoldva abban az esetben is elddta dllitani a harmadfoki egyenlet
gyokeit, amikor, mint az idézett példdban, negativ szdm volt a négyzetgyok alatt. Igy, ugy, vagy mdsképpen, de a

keresett
83

tipusi egyenlet gyiokeinek az dsszege 0, és igy 2a+ 5 =0, 2a —

3
4 4 82 42
értékhez mdr hozzd tudott férni. Innen pedig a = 4—}—5 = 4+T\/_ b= 4—7\/_ és valoban: (a—b)2 =z = 3= 42—1—3

Az eredmény Tartagliatél szdirmazo formdja azt latszik sugallni, hogy & taldn (a —b)? értékét hatdrozta meg az

2
a+b=28;abla—b)=M = 56v/3

Befejezésiil nézziik meg, hogy egy mai didk hogyan oldhatnd meg elemi iton Tartaglia feladatdt.

feltételbdl. Erre azonban nem ldtszik kézvetlen wit.

+x
A = .
2 f(2) L
o e . L . P . . . oar+az+as )
és mértani k6zép kiézdtti egyenldtlenség hdarom szamra fenndllo alakja. Mint tudjuk, — 5 > Yaraza3 minden

nemnegativ a1, as €s asz valds szamra, €s itt pontosan akkor van egyenldség, ha a1 = as = ags.
Ezzel kozvetlenil nem sokra mennénk, mert ekkor

:E+8_TI+8%>3/$.8—3:.8—|—:1: x+8>3$.8—:1:'8—|—a:
3 - 2 2 7 3 - 2 2

Az egyenldtlenség természetesen igaz, de bal oldalon is vdltozot tartalmazo kifejezés dll, igy nem mutatja a jobb oldal
mazximumdt. Arra kellene torekedni, hogy a bal oldalon konstans dlljon.

Az f fiigguénynek pontosan ugyanazon x helyen van mazimuma, mint az f° figgvénynek, hiszen 0 < z < 8 esetén
az [ fiigguény nemnegativ. Emeljik tehdt négyzetre f-et.

fA(z) = M, azaz 16 - f2(x) = 2% - (64 — 2?) - (64 — 2?).

Innen ldthatjuk, hogy ha 2-vel megszorozzuk az egyenletet, akkor a jobb oldali hdrom tényezd dsszegében mdr kiesik az

x vdltozo.
32f%(x) = 22°(64 — 2?)(64 — 2?).

Ha most alkalmazzuk a szdémtani és mértani kozép kozotti egyenltlenséget a 222, 64 — x2, 64 — 2 szdmokra, akkor
azt kapjuk, hogy

222 + (64 — 2?) + (64

—a?) 128 _
. > {/20%(64 — 2%)(64 — 22), = > /32 [(w).




Innen

az f maximuma x > 0 esetén:
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Meg kell hatdroznunk még, hogy milyen x-re veszi fel az [ fiigguény a mazimumdt.

Az f(x)-re kapott egyenldtlenségben pontosan akkor dll egyenldség, amikor a szdmtani kézép egyenld a mértani
kozéppel. Ez, mint tudjuk, akkor és csak akkor teljesiil, ha a hdrom szam egyenld egymdssal. Vagyis:

fmax -

222 = 64 — 22 = 64 — 22

64 64 8 p
Ebbol 2° = —, tehdt x = \| — = — (hi >0). I
ol x 5 tehdta 3 \/g(zszenx_) gy az

b=28

a—b=x=

B ax
,Q
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kétismeretlenes egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy

4 4
a=4+—, b=4-—.
V3 V3

Tehdt ezekre a szamokra lesz maximadlis a vizsgdlt szorzat, amint azt mdr az eldbb is lattuk.
Feladatok

1. Oldjuk meg a Tartaglia-problémdt kissé dltaldnosabban: tekintsik a pozitiv S szdmot, és ezt bontsuk fel két olyan
a €és b pozitiv szém dsszegére, amelyekre mazimdlis lesz az a-b- (a — b) szorzat!

2. Irjunk adott R sugari gémbbe mazimdlis térfogati hengert!

Johannes Kepler (1571-1630) nagy német csillagdsz alighanem az 1615-ben megjelent Stereometria doliorum vino-
rum (A boroshorddk térmértana) cimd@ miauvében foglalkozott ezzel a problémdval. A probléma szoros kapcsolatban van
a Tartaglia feladattal, és lényegében hasonld mddon oldhaté meg.
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