1. A koszinusztétel és a haromszog teriiletképletének alkalmazésaval
2abcosy = a® +b* — 2 és 2absiny = 4T.
Emeljiik négyzetre az egyenleteket, majd adjuk Sket Ossze:
4a*b? = 16T* + (a* + b* — ¢?)?,
ebbdl kovetkezik az els§ allitas. Innen

1672 = (2ab + a2 + b2 — c)(2ab — a® — b2 + ¢2),
167% = (a+b—c)(a+b+c)(c+a—>b)(c—a+b).

Mivel a + b4+ c=2s, —a+b+c=2(s—a),a—b+c=2(s—b) ésa+b—c=2(s— c), azért valoban

T? = 5(s —a)(s — b)(s — c).

2. Az egyenletnek minden valds z-re van értelme. Emeljiik kobre az egyenlet mindkét oldalat. Az igy kapott egyenlet
az adott egyenlettel ekvivalens, hiszen az x — z°, x € R fiiggvény nyilvan szigortian monoton. Alkalmazzuk az

(a+b)*=a®+b*+ 3ab(a +b)

azonossagot, rendezziik az egyenletet, végezziink ekvivalens atalakitasokat:

T4+ (22 —3)+3Yr-V2x—3-3/12(x — 1) =12(x — 1),3V/222 — 3z - V12- ¥z — 1 = 9(x — 1),12(22% — 3z)(z — 1) — 27(x — 1)3
Az egyenlet megoldasai: z1 = 1, 29 = 3.

(u>0,u#1,v>0,v#1) és az log, v1 + log, vo = log, v1va (u >0, u # 1,

3. Alkalmazzuk az log, v = !
log, u

vy > 0, v > 0) azonossagokat:

1 1 log, b
log, x - log, © + log, « - log. x +log, x - log, = = 08y €+ 108, 0 108,09 _
log, a-log,b-log,c

=log, = - log, x - log. z - log,, abc.

1\* 3
4.:1:2—a:+1>O,3:2—|—3:—|—1>0és43:2—|—3>Omindenval(’)s:z:—re(3:2—3:—|—1—(:1:—5) +Z’$2+$+1:

1\* 3 1\* 23
(x + 5) + Z)’ és 422 +3 > 22 — x + 1 minden valos z-re, hiszen 32> + . +2 = 3 (x + 6) + o hasonléan

42% +3 > 2% + £ 4+ 1 minden valos z-re. A harom adott kifejezésnek tehat minden valés z-re van értelme, és koziiliik

vV 4x? + 3 a legnagyobb.

A haromszog akkor létezik, ha teljesiilnek a haromszog-egyenlGtlenség feltételei, azaz ha

Va2 —z+ 14+ Va2 +2+1> 422+ 3.

Mivel mindkét oldal pozitiv, azért ez az egyenlStlenség ekvivalens a kovetkezd, négyzetre emeléssel kapott egyenlét-
lenségekkel:

202 + 2+ 2¢/(22 + 1)2 — 22 > 42® + 3,2Vt + 22 + 1 > 202 + 1,42 + 422 + 4 > 42t 4 42 + 1.

Mivel ez utébbi minden valés z-re teljesiil, azért a haromszogek minden valés = esetén léteznek. E haromszogek
teriilete fiiggetlen 2-t6l, hiszen

1672 = 4a%b® — (> + 02 — A2, 16T% =4(2® —z + 1) (2% + 2+ 1) — (222 + 2 — 42% — 3),16T% = 4(z* + 22 + 1) — (4z* + 42® + 1)

Rabai Imre



