Amikor felpillantottam és megldttam, hogy a Fold
felemelkedik e folé a csupasz és sivdr holdi horizont
folé, a Fold volt az egyetlen szines dolog az trben,
és nagyon térékenynek tint, nagyon finomnak. Szin-
te azonnal arra gondoltam, hogy eljottink egészen a
Holdig, és mégis a legfontosabb dolog, amit ldtunk, a
sajdt bolygonk, a Fold.

Bill Anders, az Apollo 8 expedicio asztronautéja

(National Geographic Channel: Holdraszallas)

A legutobbi Kiirschak verseny masodik feladata igy szolt:

Legyen ABC szabalyostol kiilonbozd hdaromszog, P pedig a siknak a hdromszog csicsaitol kilonbézd pontja. Jeloljék
Ap, Bp és Cp rendre az AP, BP és CP egyeneseknek az ABC hdromsziog koré irt korrel vett mdsodik metszéspontjait.
Mutassuk meg, hogy a siknak pontosan két olyan P és Q pontja van, hogy az ApBpCp és AgBgCq hdaromszigek
szabdlyosak, tovabbd, hogy a PQ egyenes dthalad az ABC hdromszdg koré irt kér kézéppontjdn.

Kirandulunk egyet a hiperbolikus sikon, hogy meglassuk, ennek a feladatnak a mélyén az alabbi egyszeri tény all:

Ha adott az ABC szabdlyos hdromszég és az O' pont, akkor van egy olyan kézéppontos tikrézés is és egy olyan
tengelyes tiikrizés is, amelynek alkalmazdsdval az ABC hdromszig olyan helyzetbe hozhato, hogy kozéppontja O’ legyen.
Ebben az esetben a kozéppontos tikrozés P centrumdt az O’ ponttal dsszekitd eqyenes merdleges a tengelyes tikrozés
t tengelyére (1. dbra).

Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa nagyon konnyt, nem lehetne kitdizni komoly versenyen. Megvan viszont az a
tulajdonsaga, hogy abszolit, azaz igazsiga nem fligg a parhuzamossagi axiomatol. Alabb kideriil, hogy a Kiirschak
feladat nem mas, mint az utébbi allitads a hiperbolikus sikon, illetve annak egyik térképén.

Az édesapja konyvéhez irt mellékletbenLatinul: appendix, kés6bb ez a sz6 lett Bolyai Janos miivének kozkeletd
megnevezése. a Tér abszolut és igaz tudomdnydban Bolyai Janos tobbek kozott szdmba vette azokat a tételeket,
amelyek a parhuzamossigi axiomatol fiiggetlenek, a maradék axiomakbol mar kovetkeznek. Ugyanakkor megalkotta
,»0j vildganak", a parhuzamossigi axioma tagadasara épiilé hiperbolikus geometridnak az elméletét. A hiperbolikus
geometridban barmely egyeneshez, barmely ra nem illeszkedd ponton at tobb parhuzamos is hizhaté. Kideriilt, hogy
amennyiben az euklideszi geometria axiémarendszere ellentmondasmentes, annyiban az 6 4j geometridja is az. Tehat
ha az euklideszi geometria létezik — legalabbis a matematikai absztrakcié szintjén — akkor a hiperbolikus geometria is.

Az altala, és tole fliggetlenlil Gauss és Lobacsevszkij altal felfedezett hiperbolikus geometridban sok furcsasag van.
Az egyik legalapvet&bb (a parhuzamosséagi axioma tagadasaval ekvivalens), hogy a haromszog sz0geinek Osszege nem
180°, hanem annél kisebb. Az egyenld oldalt haromszog szogei sem 60°-osak, hanem annél kisebbek. Nem mondhaté
konkreét érték, hogy mekkorak, barmely 60°-nal kisebb a sz6ghtz talalhato ilyen szogl egyenls oldald haromszog. Az
a = 0 hataresetben ez az egyenls oldalt haromszog elfajul, harom ,elpattano” (egymast tetszdlegesen megkozelits, de
el nem érd) parhuzamos egyenesbdl all (2. dbra).

Bolyai és Lobacsevszkij eredményeinek ellenére az 4j geometria létjogosultsagat kevesen ismerték el. Kicsit ahhoz
volt hasonlatos a helyzet, ahogy a Fold gomb alakja elfogadotta valt. Ezt néhanyan mar az Okorban folfogtak, sokakat
csak a vilag koriili utazasok, az ezek nyoman (és korabban!) késziilt térképek, atlaszok, foldgombok gysztek meg. Az
1970-es években aztan, amikor amerikai asztronautdk a holdutazasok soran fényképeket készitettek a Foldrol, ezek az
emberek milliéi szdméara tették érzékelhetGvé: egy golyobison éliink.

Gauss Bolyaitol és Lobacsevszkijtdl fiiggetleniil fedezte fel a hiperbolikus geometriat, de eredményeit nem tette
kozzé. Sokat foglalkozott a feliiletek elméletével, és ennek alapjan néhanyan ugy vélik, szeretett volna egy olyan térbeli
feliiletet taldlni, amelynek geometridja hiperbolikus. Ez azt jelenti, hogy ha egyenesnek azokat a feliileten haladé
vonalakat nevezziik, amelyek barmely két pontjukat a legrévidebb — feliileti — uton kotik Ossze, szoget pedig a csicsa
koré rajzolt piciny feliileti kor ivével mériink, akkor e fogalmakra az 6sszes axiéma teljesiil, kivéve a parhuzamosségit,
amelynek hiperbolikus valtozata lenne érvényes: minden ponton at, minden r4 nem illeszkedd egyeneshez t6bb azt nem
metsz$ egyenes volna huzhato. Gauss nem talalt ilyen feliiletet, ﬁKésﬁbb David Hilbert bizonyitotta, hogy a térben
ilyen feliilet nincs is. A négy dimenzi6s euklideszi térben viszont van, és a relativitaselmélet alapjat képezs Lorentz-féle
geometria bizonyos sikmetszetei is hiperbolikusak. és talan tgy gondolta, hogy a nem megjelenithetd j geometriaval
még a tudomanyos kozvélemény elé is reménytelen allnia.

A XIX. szazad masodik felében azutan sziilettek olyan modellek, amelyek a hiperbolikus geometriat szemléltetik.
Nevezhetjiik ket a hiperbolikus geometria térképeinek is. A XX. szézadi fizika mikro- és kozmikus méretd tereiben, a
matematika 1j teriiletein pedig hemzsegnek a nem kézzelfoghato, absztrakt, mégis alkalmazott geometriak, melyekhez
Bolyai Janos munkéja uttoré moédon jarult hozza.

Hogy jobban megértsiik, mirdl is van sz6, vessiink tjabb pillantast a gombre. A gomb két pontja kozott gy kapjuk
a feliileten haladé legrévidebb vonalat, ha a két ponton és a gomb kozéppontjan at sikot fektetiink és megrajzoljuk
e sik és a gomb metszésvonalanak — az ugynevezett gombi fékdornek — a két pont kozotti rovidebbik ivét (8.a) dbra).
A févarosunkbol New Yorkba repiil6 naiv utazoé meglepGdve tapasztalja, hogy a nalunk délebbre talalhat6 amerikai
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varos felé haladva a gép északnyugatnak veszi az iranyt, és London, s6t Irorszag folott is elrepiil. Ezt a latszolagos
kitérst a f6kor okozza, amely nem a szélességen, hanem messze f6lotte, északra halad, arra a legrovidebb az t.

A gombrdl nehéz térképet késziteni, mert barmit probalunk, valamiképp mindig torzitani fog. Gondoljunk példaul
két egymassal 90°-os szOget bezaro hossziisagi kor és az egyenlité hatarolta haromszogek egyikére. Ez egy olyan egyenld
oldala haromszog, amelynek mindegyik szoge 90°-o0s. A sikban ezt bajos lenne hden abrazolni (3.b) dbra).

Ha megelégsziink annyival, hogy a gdmbi egyenesek, azaz a f6korok térképi megfelelsi a sik egyeneseire illeszked-
jenek, akkor mar készithetiink elfogadhaté térképet. Ha a gdmb kozéppontjabol a gomb egy részét kivetitjiik egy
tetszoleges sikra, ilyen térképet kapunk (8.¢) dbra). Ez a térkép nem abréazolja az egész gbmbot, de ilyen tipusa lapok-
bol a teljes gdmbot dbrazolo atlaszt allithatunk Ossze. Ezt kézbevéve azonban nagyon nehéz eligazodnunk: a térképen
leolvasott tévolsag és szog valosagos (gombi) tavolsagga és szoggé valo atszamitasahoz faradsagos modszereket kell
kidolgozni.

Készithetiink olyan térképet is, amely a gémbi szogeket abréazolja hiien. Ekkor viszont a {6korck képe nem lesz
egyenes és tovabbra is gondot okoz a térképen kijelolt két pont gombi tavolsaganak meghatarozasa, sét a két pontot
0sszekotd legrovidebb vonal megrajzolasa is.

Hiperbolikus geometriaval rendelkezd feliiletet nem tudunk tgy a polcon tartani, mint példaul egy f6ldgdmbdét.
Vannak viszont az emlitett gémbi térképekhez hasonlé tulajdonsagu modelljei. A Cayley—Klein modellben az egyenesek
a 2-dimenzioés hiperbolikus vilag egyeneseinek felelnek meg, mig a Poincaré-féle kérmodellnek az a legf6bb erénye, hogy
szogtartd. A hiperbolikus sik pontjait mindkét modellben egy korlap belsé pontjai abrazoljak. A térképen kijelolt két
pont hiperbolikus tavolsdganak és a hiperbolikus szégekﬁA Poincaré modellben ez nem probléma: a térképen lathatd
sz0g megegyezik a hiperbolikus szoggel. kiszamitasi modjat itt nem kozoljiik, de az érdekl6ds olvasd utdnanézhet a
részleteknek a cikk végén emlitett tobb kdnyvben is. Ezekben annak bizonyitasa is megtaldlhato, hogy a modellek vilaga
teljesiti mindegyik euklideszi axioméat, csak a parhuzamossagit nem. Alabb csak a hiperbolikus egyenesek fogalmara
és azok merdlegességének kérdésére tériink ki.

A Cayley—Klein modellben az alapkor hirjainak az alapkor belsejében fekvs részei felelnek meg a hiperbolikus
egyeneseknek. A Poincaré-féle kormodellben az alapkorre meréleges kéroknelIKet kor szO0gén a metszéspontjukban
huzott érint6ik szogét értjiik. az alapkor belsejébe esé ivei lesznek a hiperbolikus egyenesek (4. dbra). Mindkét esetben
olyan a hiperbolikus tavolsag értelmezése, hogy a modell széléhez kozeledve egységnyi térképi tavolsag egyre nagyobb
hiperbolikus tavolsdgnak felel meg, a modell hatarolé korvonala mér a ,yvégtelen tavolba vesz6" pontoknak, az elképzelt
hiperbolikus vildghoz mar nem tartozé pontoknak felel meg.

A fenti abrakon lathato, hogy a megadott értelmezésben a modell M pontjan &t tobb olyan egyenes is van, amely
a modell m egyenesét nem metszi, tehat a modellek hiperbolikus vilagot térképeznek. A nem metsz6 egyenesek kozott
van két szélsd helyzeti, ,elpattano", amelyek a ,yvégtelenben érik el" az m egyenest.

A Poincaré-féle kormodell szogtarto, ezért a merdlegesség ,.szemmel" leolvashaté. Megjegyezziik, hogy az egyenesre
valo tengelyes tiikrozésnek az egyenest reprezentald korre valo inverzié felel meg, ilyméddon a Kiirschék feladatra a Ko-
MalL el6z6 szamaban adott elsé két bizonyitas ezzel a modellel hozhaté kapcsolatba. Ennek végiggondolaséat az olvaséra
bizzuk és alabb a feladatot a Cayley—Klein modell segitségével hozzuk a hiperbolikus geometridval Osszefiiggésbe.

A Cayley—Klein modellben két egyenes akkor merdleges egymasra, ha barmelyikiik péluszELésd pl. Kiss Gyirgy:
A korre vonatkozo polaritas, K6MaL, 1998/8. szam, 450. o. illeszkedik a mésik meghosszabbitasara. Egyszertibben
fogalmazva: az M N, UV egyenesek akkor merélegesek egymadsra, ha az M N euklideszi egyenes és az alapkor metszés-
pontjaban az alapkoérhoz huzott érinték metszéspontja (ami esetleg a végtelenben van) illeszkedik az UV euklideszi
egyenesrd]Nem nyilvanvalé matematikai Gsszefiiggés, hogy ez a kapcsolat szimmetrikus: merélegesség esetén az UV
euklideszi egyenes és az alapkor metszéspontjaban az alapkorhoz huzott érinték metszéspontja az M N egyenesen lesz.
(5. dbra). Egy adott egyenesre meréleges egyenesek halmaza — ilyen egyenes végtelen sok van — nem més, mint az
egyenes poélusan athaladéd egyenesek serege (illetve azok alapkorbe ess része).

Ezek alapjan még nem tudjuk, hogyan kell tiikkrozni egy pontot a modell egy adott pontjara vagy egy adott egye-
nesére, de a ,yégtelen tavoli" pontokon nyomon kévethetjiik a tiikrozés hatasat. A modell P pontjara valo kdzéppontos
tiikrozésnél ugyanis a P-n athalado6 egyenesek 6nmagukra képzédnek, mikdzben két yégtelen tavoli" pontjuk kicseréls-
dik (6. dbra). A p egyenesre valo tiikrozésnél pedig a p-re merdleges egyenesek képz&dnek magukra ugy, hogy ,végtelen
tavoli" pontjaik felcserélédnek (7. dbra). Tehdt a tikrozések hatdsa a modell hatdrvonaldn épp a Kiirschak feladatban
leirt transzformdcio. Ha P kiils6 pont, akkor egy tengelyes tiikrozésrél, ha P belss, akkor egy kézéppontos tiikkrozésrél,
illetve ezeknek a ,yégtelen tavoli" pontokon vizsgalt hatésarél van szoé.

A feladatban szereplé ABC, ApBpCp, AgBqgCq euklideszi haromszogek a modellben ,aszimptotikus” haromszo-
geket reprezentalnak, olyan egyenesharmasokat, amelyek barmely két tagja elpattand. Az ilyen haromszogek egyméssal
mind egybevagdak és mind szabalyosak is: van harom szimmetriatengelyiik, amelyek egy pontban, az aszimptotikus
haromszodg kozéppontjaban metszik egymaéast. Ez Bolyai modszerével, absztraktan, csak az axiémakat hasznalva is
igazolhat6, de most csak modelliinkben, az euklideszi geometria segitségével vildgitunk ra.

Az aszimptotikus haromszognek szimmetriatengelye barmelyik végtelen tavoli cstcsabol a szemkoztes oldalra al-
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litott merdleges egyenes. Az erre vonatkozo tengelyes tiikkrozés ugyanis az adott cstcsot ,helyben hagyja", a méasik
kett6t kicseréli. Ilymoédon a haromszog kdzéppontjanak 1étezését az euklideszi geometria egy nevezetes tétele mondja
ki: az A* B*C™ haromszog beirt, illetve hozzairt korének A, B, C érintési pontjait a csicsokkal osszekots AA*, BB*,
CC* egyenesek egy ponton mennek sflEz a tétel a 3. bizonyitasban is emlitett Pascal tétel egy specialis esetének is
tekinthetd. (8.a), b) dbrdk).

Ebbdl az is azonnal lathato, hogy az ABC' aszimptotikus haromszog akkor latszik szabalyos euklideszi haromszog-
nek, ha hiperbolikus kézéppontja a modellkdr kdzéppontja. Tehat a Kiirschak feladat a Cayley—Klein féle hiperbolikus
térképen azt jelenti, hogy az ABC (aszimptotikus) szabélyos haromszoget kozéppontos tiikrozéssel és tengelyes tiik-
rozéssel is attranszformalhatjuk gy, hogy szimmetriakézéppontja a modellkér kézéppontjaba keriiljon.

A tiikrozési kézéppontnak természetesen az ABC' szimmetriakozéppontjat a modell kézéppontjaval 6sszekots sza-
kaszra — nevezetesen annak hiperbolikus felezGpontjara — kell esnie. A tiikrozési tengelynek pedig hiperbolikus értelem-
ben merdlegesnek kell lennie erre az egyenesre, tehat polusanak ra kell esnie (9. dbra). Készen is vagyunk: hiperbolikus
terepgyakorlatunkon ratalédltunk a Kiirschak feladat ,természetes él6helyére".

A P és @ pontokat a kovetkezd modon szerkeszthetjilk meg: Az OO’ szakasz végpontjaiban allitott euklideszi
(és egyben hiperbolikus) merdlegessel megrajzoljuk az XY X'Y” hirtrapézt. Az X'Y és XY’ illetve az XX’ és YY’
egyenesek metszéspontja lesz P, illetve @ (10. dbra).

Manapsag, ha az embernek kedve tamad hiperbolikus tirutazasra, azt is megteheti. A minnesotai egyetem Geomet-
ria Kozpontjanak fantasztikus filmjét, a ,Not Knot"-ot nézve a dodekaéderekkel kiparkettazott hiperbolikus térben
replilhetlink mik6ézben a szokatlan geometria mellett a csomoéelmélettel is ismerkedhetiink. Az iréasztal mellett a
megértés bels§ utjara invitdlnak Reiman Istvdn, valamint Kdlmdn Attila tandr urak konyvei, amelyek segitségével
alaposabban megismerkedhetiink a hiperbolikus sikkal és a Cayley—Klein modellel is. I. M. Jaglom kdnyvében a hi-
perbolikus geometriat a relativitaselmélettel hozza kapcsolatban, mig Ddvid Lajos a Bolyaiak torténetével ismerkedtet
meg. De a leghitelesebb forrds maga Bolyai Janos, akinek alapvet6 mivét Kdrteszi Ferenc latta el jegyzetekkel, és tette
a jelenkor olvas6janak szamara is hozzaférhetévé. David Hilbert a téma mésik mestere, S. Cohn—Vossennel kozosen
irt munkijaban szemléletes bevezett kapunk tobbek kozott a feliiletek elméletébe, a kiilonb6z6 geometridkba és a
Poincaré-féle modellbe is. Léndrt Istvan kiilonos jatékkal ajandékozta meg a vilagot: rajzgémbjével mindenki maga
fedezheti fel a gobmb geometriajat.
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Hiperbolikus geometriai szerkesztGprogramok:
http://mcs.open.ac.uk/tcl2/nonE/nonE. html
http://math.rice.edu/ joel/NonEuclid/
http://www.geom.umn.edu/docs/mpeg_play.html

A szerz6 halaval tartozik Surdnyi Ldszlonak egy elGadéasaért és a hiperbolikus geometriaval kapcesolatos diszkusszi-
oért.
Hraské Andras
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