
Amikor felpillantottam és megláttam, hogy a Föld

felemelkedik e fölé a 
supasz és sivár holdi horizont

fölé, a Föld volt az egyetlen színes dolog az ¶rben,

és nagyon törékenynek t¶nt, nagyon �nomnak. Szin-

te azonnal arra gondoltam, hogy eljöttünk egészen a

Holdig, és mégis a legfontosabb dolog, amit látunk, a

saját bolygónk, a Föld.

Bill Anders, az Apollo 8 expedí
ió asztronautája

(National Geographi
 Channel: Holdraszállás)

A legutóbbi Kürs
hák verseny második feladata így szólt:

Legyen ABC szabályostól különböz® háromszög, P pedig a síknak a háromszög 
sú
saitól különböz® pontja. Jelöljék

AP , BP és CP rendre az AP , BP és CP egyeneseknek az ABC háromszög köré írt körrel vett második metszéspontjait.

Mutassuk meg, hogy a síknak pontosan két olyan P és Q pontja van, hogy az APBPCP és AQBQCQ háromszögek

szabályosak, továbbá, hogy a PQ egyenes áthalad az ABC háromszög köré írt kör középpontján.

Kirándulunk egyet a hiperbolikus síkon, hogy meglássuk, ennek a feladatnak a mélyén az alábbi egyszer¶ tény áll:

Ha adott az ABC szabályos háromszög és az O′
pont, akkor van egy olyan középpontos tükrözés is és egy olyan

tengelyes tükrözés is, amelynek alkalmazásával az ABC háromszög olyan helyzetbe hozható, hogy középpontja O′
legyen.

Ebben az esetben a középpontos tükrözés P 
entrumát az O′
ponttal összeköt® egyenes mer®leges a tengelyes tükrözés

t tengelyére (1. ábra).

Ennek az állításnak a bizonyítása nagyon könny¶, nem lehetne kit¶zni komoly versenyen. Megvan viszont az a

tulajdonsága, hogy abszolút, azaz igazsága nem függ a párhuzamossági axiómától. Alább kiderül, hogy a Kürs
hák

feladat nem más, mint az utóbbi állítás a hiperbolikus síkon, illetve annak egyik térképén.

Az édesapja könyvéhez írt mellékletben,
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Latinul: appendix, kés®bb ez a szó lett Bolyai János m¶vének közkelet¶

megnevezése. a Tér abszolút és igaz tudományában Bolyai János többek között számba vette azokat a tételeket,

amelyek a párhuzamossági axiómától függetlenek, a maradék axiómákból már következnek. Ugyanakkor megalkotta

�új világának", a párhuzamossági axióma tagadására épül® hiperbolikus geometriának az elméletét. A hiperbolikus

geometriában bármely egyeneshez, bármely rá nem illeszked® ponton át több párhuzamos is húzható. Kiderült, hogy

amennyiben az euklideszi geometria axiómarendszere ellentmondásmentes, annyiban az ® új geometriája is az. Tehát

ha az euklideszi geometria létezik � legalábbis a matematikai absztrak
ió szintjén � akkor a hiperbolikus geometria is.

Az általa, és t®le függetlenül Gauss és Loba
sevszkij által felfedezett hiperbolikus geometriában sok fur
saság van.

Az egyik legalapvet®bb (a párhuzamossági axióma tagadásával ekvivalens), hogy a háromszög szögeinek összege nem

180
◦
, hanem annál kisebb. Az egyenl® oldalú háromszög szögei sem 60

◦
-osak, hanem annál kisebbek. Nem mondható

konkrét érték, hogy mekkorák, bármely 60
◦
-nál kisebb α szöghöz található ilyen szög¶ egyenl® oldalú háromszög. Az

α = 0 határesetben ez az egyenl® oldalú háromszög elfajul, három �elpattanó" (egymást tetsz®legesen megközelít®, de

el nem ér®) párhuzamos egyenesb®l áll (2. ábra).

Bolyai és Loba
sevszkij eredményeinek ellenére az új geometria létjogosultságát kevesen ismerték el. Ki
sit ahhoz

volt hasonlatos a helyzet, ahogy a Föld gömb alakja elfogadottá vált. Ezt néhányan már az Ókorban fölfogták, sokakat


sak a világ körüli utazások, az ezek nyomán (és korábban!) készült térképek, atlaszok, földgömbök gy®ztek meg. Az

1970-es években aztán, amikor amerikai asztronauták a holdutazások során fényképeket készítettek a Földr®l, ezek az

emberek milliói számára tették érzékelhet®vé: egy golyóbison élünk.

Gauss Bolyaitól és Loba
sevszkijt®l függetlenül fedezte fel a hiperbolikus geometriát, de eredményeit nem tette

közzé. Sokat foglalkozott a felületek elméletével, és ennek alapján néhányan úgy vélik, szeretett volna egy olyan térbeli

felületet találni, amelynek geometriája hiperbolikus. Ez azt jelenti, hogy ha egyenesnek azokat a felületen haladó

vonalakat nevezzük, amelyek bármely két pontjukat a legrövidebb � felületi � úton kötik össze, szöget pedig a 
sú
sa

köré rajzolt pi
iny felületi kör ívével mérünk, akkor e fogalmakra az összes axióma teljesül, kivéve a párhuzamosságit,

amelynek hiperbolikus változata lenne érvényes: minden ponton át, minden rá nem illeszked® egyeneshez több azt nem

metsz® egyenes volna húzható. Gauss nem talált ilyen felületet,
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Kés®bb David Hilbert bizonyította, hogy a térben

ilyen felület nin
s is. A négy dimenziós euklideszi térben viszont van, és a relativitáselmélet alapját képez® Lorentz-féle

geometria bizonyos síkmetszetei is hiperbolikusak. és talán úgy gondolta, hogy a nem megjeleníthet® új geometriával

még a tudományos közvélemény elé is reménytelen állnia.

A XIX. század második felében azután születtek olyan modellek, amelyek a hiperbolikus geometriát szemléltetik.

Nevezhetjük ®ket a hiperbolikus geometria térképeinek is. A XX. századi �zika mikro- és kozmikus méret¶ tereiben, a

matematika új területein pedig hemzsegnek a nem kézzelfogható, absztrakt, mégis alkalmazott geometriák, melyekhez

Bolyai János munkája úttör® módon járult hozzá.

Hogy jobban megértsük, mir®l is van szó, vessünk újabb pillantást a gömbre. A gömb két pontja között úgy kapjuk

a felületen haladó legrövidebb vonalat, ha a két ponton és a gömb középpontján át síkot fektetünk és megrajzoljuk

e sík és a gömb metszésvonalának � az úgynevezett gömbi f®körnek � a két pont közötti rövidebbik ívét (3.a) ábra).

A f®városunkból New Yorkba repül® naiv utazó meglep®dve tapasztalja, hogy a nálunk délebbre található amerikai
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város felé haladva a gép északnyugatnak veszi az irányt, és London, s®t Írország fölött is elrepül. Ezt a látszólagos

kitér®t a f®kör okozza, amely nem a szélességen, hanem messze fölötte, északra halad, arra a legrövidebb az út.

A gömbr®l nehéz térképet készíteni, mert bármit próbálunk, valamiképp mindig torzítani fog. Gondoljunk például

két egymással 90
◦
-os szöget bezáró hosszúsági kör és az egyenlít® határolta háromszögek egyikére. Ez egy olyan egyenl®

oldalú háromszög, amelynek mindegyik szöge 90
◦
-os. A síkban ezt bajos lenne h¶en ábrázolni (3.b) ábra).

Ha megelégszünk annyival, hogy a gömbi egyenesek, azaz a f®körök térképi megfelel®i a sík egyeneseire illeszked-

jenek, akkor már készíthetünk elfogadható térképet. Ha a gömb középpontjából a gömb egy részét kivetítjük egy

tetsz®leges síkra, ilyen térképet kapunk (3.
) ábra). Ez a térkép nem ábrázolja az egész gömböt, de ilyen típusú lapok-

ból a teljes gömböt ábrázoló atlaszt állíthatunk össze. Ezt kézbevéve azonban nagyon nehéz eligazodnunk: a térképen

leolvasott távolság és szög valóságos (gömbi) távolsággá és szöggé való átszámításához fáradságos módszereket kell

kidolgozni.

Készíthetünk olyan térképet is, amely a gömbi szögeket ábrázolja h¶en. Ekkor viszont a f®körök képe nem lesz

egyenes és továbbra is gondot okoz a térképen kijelölt két pont gömbi távolságának meghatározása, s®t a két pontot

összeköt® legrövidebb vonal megrajzolása is.

Hiperbolikus geometriával rendelkez® felületet nem tudunk úgy a pol
on tartani, mint például egy földgömböt.

Vannak viszont az említett gömbi térképekhez hasonló tulajdonságú modelljei. A Cayley�Klein modellben az egyenesek

a 2-dimenziós hiperbolikus világ egyeneseinek felelnek meg, míg a Poin
aré-féle körmodellnek az a legf®bb erénye, hogy

szögtartó. A hiperbolikus sík pontjait mindkét modellben egy körlap bels® pontjai ábrázolják. A térképen kijelölt két

pont hiperbolikus távolságának és a hiperbolikus szögek
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A Poin
aré modellben ez nem probléma: a térképen látható

szög megegyezik a hiperbolikus szöggel. kiszámítási módját itt nem közöljük, de az érdekl®d® olvasó utánanézhet a

részleteknek a 
ikk végén említett több könyvben is. Ezekben annak bizonyítása is megtalálható, hogy a modellek világa

teljesíti mindegyik euklideszi axiómát, 
sak a párhuzamosságit nem. Alább 
sak a hiperbolikus egyenesek fogalmára

és azok mer®legességének kérdésére térünk ki.

A Cayley�Klein modellben az alapkör húrjainak az alapkör belsejében fekv® részei felelnek meg a hiperbolikus

egyeneseknek. A Poin
aré-féle körmodellben az alapkörre mer®leges köröknek
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Két kör szögén a metszéspontjukban

húzott érint®ik szögét értjük. az alapkör belsejébe es® ívei lesznek a hiperbolikus egyenesek (4. ábra). Mindkét esetben

olyan a hiperbolikus távolság értelmezése, hogy a modell széléhez közeledve egységnyi térképi távolság egyre nagyobb

hiperbolikus távolságnak felel meg, a modell határoló körvonala már a �végtelen távolba vesz®" pontoknak, az elképzelt

hiperbolikus világhoz már nem tartozó pontoknak felel meg.

A fenti ábrákon látható, hogy a megadott értelmezésben a modell M pontján át több olyan egyenes is van, amely

a modell m egyenesét nem metszi, tehát a modellek hiperbolikus világot térképeznek. A nem metsz® egyenesek között

van két széls® helyzet¶, �elpattanó", amelyek a �végtelenben érik el" az m egyenest.

A Poin
aré-féle körmodell szögtartó, ezért a mer®legesség �szemmel" leolvasható. Megjegyezzük, hogy az egyenesre

való tengelyes tükrözésnek az egyenest reprezentáló körre való inverzió felel meg, ilymódon a Kürs
hák feladatra a Kö-

MaL el®z® számában adott els® két bizonyítás ezzel a modellel hozható kap
solatba. Ennek végiggondolását az olvasóra

bízzuk és alább a feladatot a Cayley�Klein modell segítségével hozzuk a hiperbolikus geometriával összefüggésbe.

A Cayley�Klein modellben két egyenes akkor mer®leges egymásra, ha bármelyikük pólusa
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Lásd pl. Kiss György:

A körre vonatkozó polaritás, KöMaL, 1998/8. szám, 450. o. illeszkedik a másik meghosszabbítására. Egyszer¶bben

fogalmazva: az MN , UV egyenesek akkor mer®legesek egymásra, ha az MN euklideszi egyenes és az alapkör metszés-

pontjában az alapkörhöz húzott érint®k metszéspontja (ami esetleg a végtelenben van) illeszkedik az UV euklideszi

egyenesre
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Nem nyilvánvaló matematikai összefüggés, hogy ez a kap
solat szimmetrikus: mer®legesség esetén az UV

euklideszi egyenes és az alapkör metszéspontjában az alapkörhöz húzott érint®k metszéspontja az MN egyenesen lesz.

(5. ábra). Egy adott egyenesre mer®leges egyenesek halmaza � ilyen egyenes végtelen sok van � nem más, mint az

egyenes pólusán áthaladó egyenesek serege (illetve azok alapkörbe es® része).

Ezek alapján még nem tudjuk, hogyan kell tükrözni egy pontot a modell egy adott pontjára vagy egy adott egye-

nesére, de a �végtelen távoli" pontokon nyomon követhetjük a tükrözés hatását. A modell P pontjára való középpontos

tükrözésnél ugyanis a P -n áthaladó egyenesek önmagukra képz®dnek, miközben két �végtelen távoli" pontjuk ki
serél®-

dik (6. ábra). A p egyenesre való tükrözésnél pedig a p-re mer®leges egyenesek képz®dnek magukra úgy, hogy �végtelen

távoli" pontjaik fel
serél®dnek (7. ábra). Tehát a tükrözések hatása a modell határvonalán épp a Kürs
hák feladatban

leírt transzformá
ió. Ha P küls® pont, akkor egy tengelyes tükrözésr®l, ha P bels®, akkor egy középpontos tükrözésr®l,

illetve ezeknek a �végtelen távoli" pontokon vizsgált hatásáról van szó.

A feladatban szerepl® ABC, APBPCP , AQBQCQ euklideszi háromszögek a modellben �aszimptotikus� háromszö-

geket reprezentálnak, olyan egyeneshármasokat, amelyek bármely két tagja elpattanó. Az ilyen háromszögek egymással

mind egybevágóak és mind szabályosak is: van három szimmetriatengelyük, amelyek egy pontban, az aszimptotikus

háromszög középpontjában metszik egymást. Ez Bolyai módszerével, absztraktan, 
sak az axiómákat használva is

igazolható, de most 
sak modellünkben, az euklideszi geometria segítségével világítunk rá.

Az aszimptotikus háromszögnek szimmetriatengelye bármelyik végtelen távoli 
sú
sából a szemköztes oldalra ál-
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lított mer®leges egyenes. Az erre vonatkozó tengelyes tükrözés ugyanis az adott 
sú
sot �helyben hagyja", a másik

kett®t ki
seréli. Ilymódon a háromszög középpontjának létezését az euklideszi geometria egy nevezetes tétele mondja

ki: az A∗B∗C∗
háromszög beírt, illetve hozzáírt körének A, B, C érintési pontjait a 
sú
sokkal összeköt® AA∗

, BB∗
,

CC∗
egyenesek egy ponton mennek át
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Ez a tétel a 3. bizonyításban is említett Pas
al tétel egy spe
iális esetének is

tekinthet®. (8.a), b) ábrák).

Ebb®l az is azonnal látható, hogy az ABC aszimptotikus háromszög akkor látszik szabályos euklideszi háromszög-

nek, ha hiperbolikus középpontja a modellkör középpontja. Tehát a Kürs
hák feladat a Cayley�Klein féle hiperbolikus

térképen azt jelenti, hogy az ABC (aszimptotikus) szabályos háromszöget középpontos tükrözéssel és tengelyes tük-

rözéssel is áttranszformálhatjuk úgy, hogy szimmetriaközéppontja a modellkör középpontjába kerüljön.

A tükrözési középpontnak természetesen az ABC szimmetriaközéppontját a modell középpontjával összeköt® sza-

kaszra � nevezetesen annak hiperbolikus felez®pontjára � kell esnie. A tükrözési tengelynek pedig hiperbolikus értelem-

ben mer®legesnek kell lennie erre az egyenesre, tehát pólusának rá kell esnie (9. ábra). Készen is vagyunk: hiperbolikus

terepgyakorlatunkon rátaláltunk a Kürs
hák feladat �természetes él®helyére".

A P és Q pontokat a következ® módon szerkeszthetjük meg: Az OO′
szakasz végpontjaiban állitott euklideszi

(és egyben hiperbolikus) mer®legessel megrajzoljuk az XYX ′Y ′
húrtrapézt. Az X ′Y és XY ′

, illetve az XX ′
és Y Y ′

egyenesek metszéspontja lesz P , illetve Q (10. ábra).

Manapság, ha az embernek kedve támad hiperbolikus ¶rutazásra, azt is megteheti. A minnesotai egyetem Geomet-

ria Központjának fantasztikus �lmjét, a �Not Knot"-ot nézve a dodekaéderekkel kiparkettázott hiperbolikus térben

repülhetünk miközben a szokatlan geometria mellett a 
somóelmélettel is ismerkedhetünk. Az íróasztal mellett a

megértés bels® útjára invitálnak Reiman István, valamint Kálmán Attila tanár urak könyvei, amelyek segítségével

alaposabban megismerkedhetünk a hiperbolikus síkkal és a Cayley�Klein modellel is. I. M. Jaglom könyvében a hi-

perbolikus geometriát a relativitáselmélettel hozza kap
solatban, míg Dávid Lajos a Bolyaiak történetével ismerkedtet

meg. De a leghitelesebb forrás maga Bolyai János, akinek alapvet® m¶vét Kárteszi Feren
 látta el jegyzetekkel, és tette

a jelenkor olvasójának számára is hozzáférhet®vé. David Hilbert a téma másik mestere, S. Cohn�Vossennel közösen

írt munkájában szemléletes bevezet®t kapunk többek között a felületek elméletébe, a különböz® geometriákba és a

Poin
aré-féle modellbe is. Lénárt István különös játékkal ajándékozta meg a világot: rajzgömbjével mindenki maga

fedezheti fel a gömb geometriáját.
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A szerz® hálával tartozik Surányi Lászlónak egy el®adásáért és a hiperbolikus geometriával kap
solatos diszkusszi-

óért.

Hraskó András
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