Altaldnos megoldds

Altalanosan fogunk keresni egy sziikséges és elégséges feltételt a cikkben vizsgalt kérdésre; milyen pozitiv egész
d-kre igaz, hogy ha két x2 + dy? alaku szam hanyadosa egész, akkor a hanyados is felirhaté ilyen alakban[JA cikk elss
két részében néhany lehetséges d értéket vizsgaltunk. (KoMaL 2000/9. szam, 513-517. oldal és K6MaL 2001/2. szam
77-82. oldal)Az eddigi bizonyitasok kevesebbet hasznaltak fel, mint az altalanos megoldas, és nyujtottak valamiféle
képet arrol is, hogy mely szamok irhatok fel 22 + dy? alakban. Most méashonnan fogjuk a problémat megkozeliteni.

Mar tudjuk, hogy a d-nek négyzetmentesnek kell lennie. Vizsgaljunk egy tetszGleges négyzetmentes d-t. Legyen az
x? + dy? alaka szamok halmaza az A halmaz, ekkor azt kell megvizsgalnunk, hogy teljesiil-e minden a és z pozitiv
egész szamra, hogy

(8) ar € A és a € A-bol kovetkezik, hogy x € A
Nyilvan minden négyzetszam eleme A-nak (a® = a® + d - 0?), igy ha egy d-re az allitas igaz, akkor
(9) a’z € A-bol kovetkezik, hogy reA

kell, hogy legyen. Ez azonban nemcsak sziikséges, hanem elégséges is, ugyanis mivel két A-beli szam szorzata is A-beli,
azért
ar € A és a € A-bol kovetkezik, hogy a’r € A,

igy a (8) helyett elég a (9)-et vizsgalni. Tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen d-kre lehet az A halmazban
négyzetszammal osztani. Nyilvan elég a p>-tel valo osztast vizsgalni.

Definialjuk a P halmazt a kovetkezéképpen: Legyen P azon p primek halmaza, amelyekre a —d = 2 (mod p?)
kongurencianak nincs megoldasa. Vizsgaljuk a P elemeit.

Legyen a P egy tetszoleges eleme p, és vizsgaljunk egy p-tel oszthato 2 + dy? szamot. Ha, (y, p) = 1 lenne, akkor
lenne olyan k egész szam, amelyre yk = 1 (mod p?). Ekkor a p? | 2% 4 dy? miatt

p? | (zk)? + d(yk)? = (zk)> +d  (mod p?),

azaz
—d = (zk)? (mod p?)

lenne. De tudjuk, hogy p € P, igy ez nem lehetséges. Tehat (y, p) # 1, azaz p | y. Ekkor a p? | 22 4 dy? miatt p? | z?,
azaz p | x. Tehat a p°-tel oszthatod 22 + dy? szamban az = és az y is oszthatéd p-vel, helyiikre a p-ed résziiket irva az
x? +dy? szam p*-ed részét kapjuk x? + dy? alakban, igy valoban a p*-ed része is eleme A-nak. Tehat a p € P primekkel
mindig lehet osztani (tetszéleges d esetén).

Most vizsgaljuk a p ¢ P primeket. Bebizonyitjuk, hogy akkor és csak akkor teljesiil ezekre a p-kre a (9), ha a p?
felirhato x2 + dy? alakba, ahol y # 0 (mod p).

ElGszor bebizonyitjuk, hogy ez a feltétel elégséges, tehat p* = 2 +dy?® esetén, ahol y # 0 (mod p): p? | a® + db*-bél

a? + db? a? + db?

kovetkezik, hogy T € A. Vizsgaljuk az e

2 2
+db . . , ) . :

valéban a72 € A. Ha viszont p |/b, akkor, mivel a d négyzetmentes, azért p* |/db?, igy a p? | a® + db® miatt p* |/a?,
p

szamot. Ha p | b, akkor a fentiekhez hasonl6 modon p | a, igy

2 db2
azaz p |/a. Tehét az % tortet kell vizsgalnunk, ahol p |/a, p |/b és p? = 2 4 dy?, ahol p |/y.
p

Az 1. Tételben x4 dy? alakt primszammal osztottunk, most 22 +dy? alaki p* szammal kell osztanunk. Vizsgaljuk
tehat az 1. Tételnél leirt bizonyitast p helyett p*-re.

A bizonyitas addig mitkodik, hogy p? | ay + ba-et vagy p? | ay — ba-et kell bizonyitani. Az ay + bx és az ay — bx
szamok Osszege 2ay, és tudjuk, hogy p [/a, p |y, igy a p = 2 esetet kivéve biztos, hogy nem oszthaté mindkét szam
p-vel. Ezért eleg a, p? | (ay + bzx)(ay — bx)-et bizonyitani. Ezutan az 1. Tételnél leirt bizonyitas alkalmazhato. Ha pedig
p = 2, akkor p? = 4 = 2% + dy?, ahol p Iy, igy csak d = 3, x = y = 1 lehet. Azt méar bebizonyitottuk, hogy d = 3
esetén lehet osztani 4-gyel.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy elégséges feltétel az, hogy minden p ¢ P-re a p? felirhato 2® + dy® alakba, ahol
y # 0 (mod p).

Meég azt kell bebizonyitani, hogy ez a feltétel sziikséges, tehat ahhoz, hogy a (9) teljesiiljon, sziikséges, hogy minden
p ¢ P-re p? = 2% 4 dy? legyen, ahol y # 0 (mod p). Ezt teljes indukcioval fogjuk bebizonyitani. Elgszor megmutatjuk,
hogy a p = 2 esetben igaz.

Mar megmutattuk, hogy a d-nek, illetve d > 3 esetén a (d + 1)-nek is négyzetmentesnek kell lennie. Igy d #
0 (mod 4), ésd > 3 esetén d # 3 (mod 4). De d = 1 vagy d = 2 esetén p = 2 € P (mert a —1 és a —2 négyzetes
ngmmaradgk mod 24), igy mar csak a d = 3 eset van héatra. Ekkor valoban p? = 2 + dy?, ahol y Z (mod 2), mivel
p=4=1"+3-1%
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Tegyiik fel, hogy a p-nél kisebb primekre mar bebizonyitottuk az &allitast, és vizsgaljuk p-re. Két lehetGség van
aszerint, hogy

-1\? -1\?
<pT) +d < p? vagy(10) (pT) +d > p*.(11)

Miel6tt ratérnénk ennek a két esetnek a vizsgélatara, bizonyitsuk be az alabbi tételt.

4. Tétel. Ha van egy a® + db® alaku négyzetszamunk, amely oszthatd p?-tel, és a p*-en kivil csak ¢> = x% + dy%
alakii primnégyzet osztdi vannak, akkor p* = x* + dy?, ahol p |/y.

Bizonyitds. Nyilvan elég azt bizonyitani, hogy az
a?+db?  a® + db?

¢ 2t +dy}

tort 22 + dv? alakba irhato gy, hogy p |/v legyen. Ekkor ugyanis a ¢° osztokkal rendre leoszthatunk, végiil a p*-et
fogjuk megkapni 2% + dy? alakban, ahol p Iy.
2 db2
Az elégségesség bizonyitdsakor mar lattuk, hogy az ﬁ tort 22 4+ dv? alakba irhato, ahol
7 Yi
_ayy £bm
Coa dyd
Ahhoz, hogy p |/v legyen, igy elég a
p [/(ayr + bx1)(ay: — bry)

tulajdonsagot megmutatnunk. Valoéban,
(ayr + ba1)(ay — bar) = (a® +db%)yi — (a1 + dyi)b? = (a® + db*)yi — ¢*V%,
ahol p | a® + db*, p /b, és p |/q (mert a g primszam, és p # q).

—1\?
Most vizsgéljuk azokat a p primeket, amelyekre <pT) +d < p? teljesiil. Ekkor, mint ahogy azt mar sokszor

lattuk, van olyan p-vel oszthaté z? + dy? alakt szam, amelyben p l/y, és a p-n kiviil csak p-nél kisebb primosztoi
vannak. Legyen 22 + dy? = pk. Ekkor:

p*k? = (2% + dy®) (2? + dy?) = (2% — dy®)? + d(2xy)>.

Legyen tehat 22 — dy?> = a és 22y = b, ekkor p?k? = a? + db?, és az a® + db*-nek a p®-en kiviil csak p?-nél
kisebb primnégyzet-oszt6i vannak, amelyekre teljesiil az indukcios feltevésiink. Igy a 4. Tétel alapjan csak azt kell
bebizonyitani, hogy p |/b, azaz p |2xy.

Valoban, p |/2 (mert p > 2), és azt is tudjuk, hogy p |/y, igy csak a p |/z-et kell vizsgélnunk. Mivel p |/d (ellenkezs
esetben p € P lenne) és p | 22 + dy?, igy a p |/dy? miatt valoban p |/z kell, hogy legyen.

2
Most pedig vizsgaljuk azokat a p primeket, amelyekre (pT1> +d > p? teljesiil. Mivel p ¢ P, azért létezik olyan

2

2

x, amelyre p? | 22 4+ d. Ekkor nyilvan létezik olyan z, amelyre |z| = L , és p® | 2% +d. Tehat van egy olyan 2” + dy?
P -
alakt szamunk, amely legfeljebb <

2
1
) + d, oszthato p>-tel, és p |/y (mivel y = 1). Bebizonyitjuk, hogy

2_1 2
(12) <p 5 > +d < pd.

2

2
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, tehat (p ) +d > p?d. Ebbdl:

2 2 2
p—1 9 p“—1
> —1)d > d.
( 2 ) = (p ), 4 =

Ugyanakkor tudjuk, hogy teljesiil a (11), azaz

Ezekbal:



Ebbdl rendezés utéan:

ami nyilvan ellentmondés. Tehat valoban teljesiil a (12).

Igy van egy olyan 2 + dy?> = 2® + d - 12 alakt szamunk, amely oszthato p>-tel, p |/y, és kisebb p?d-nél. Mivel
p? € A, ezért a p*-ed része is A eleme kell legyen. De kisebb p?d-nél, igy a p®-ed része kisebb d-nél, tehat csak akkor
lehet 2% + dy? alakt szam, ha négyzetszam.

Tehat van egy olyan 22 + dy? = 2® + d - 1? alakt négyzetszamunk, amely oszthato p-tel, p |/y és kisebb p?d-nél.
Ha kisebb p*-nél is, akkor csak p®-nél kisebb primnégyzet-osztéi vannak, amelyekre teljesiil az indukcios feltevésiink,
igy ekkor a 4. Tétel alapjan készen vagyunk. Ezért eleg azt az esetet vizsgalni, amikor az 2% + dy? legalabb p*.

Most legyen egy olyan x° 4 dy® = 2% + d - 1% alaki négyzetszamunk, amely oszthato p>-tel, p |/y, kisebb p?d-nél és
legalabb p*. Ekkor nyilvan p* < p?d, azaz p* < d. Ezen kiviil p? | 2% + d esetén p? | (p? — z)? + d. Bebizonyitjuk, hogy
ez a (p? — z)? + d szam is kisebb p?d-nél.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz

(p? —2)? +d > p*d.

Ebbdl:
(p> = 1)* > p*d(p* — 1)* > (p° — 1)dp®> — 1 > dp* > d,

2 — 2)? + d szam is kisebb p?d-nél. Ekkor az x* + d-hez hasonléan a

viszont tudjuk, hogy p* < d. Igy valéban a (p
(p? — x)? + d is négyzetszam.

De a p? paratlan, igy az x és a p*> — z killonb6z6 maradékot ad 2-vel osztva, tehat az 22 és a (p= — :10)2 koziil az
egyik O-t, a masik 1-et ad 4-gyel osztva maradékul. Az 2° + d és a (p2 — x)2 + d is négyzetszam, és egy négyzetszam
csak 0-t vagy 1l-et adhat 4-gyel osztva maradékul, igy csak d = 0 (mod 4) lehet. Azt pedig mar belattuk, hogy a d
négyzetmentes kell legyen, igy ez nem lehetséges.

Kivetkezmények: Bebizonyitottuk, hogy sziikséges és elégseges feltétel az, hogy minden p ¢ P-re p? = 2° + dy?
legyen, ahol p |/y. A bizonyitasbol az is kittint, hogy elég azokat a p ¢ P primeket vizsgalni, amelyekre teljesiil (11),
ha ezekre az allitasunk teljesiil, akkor teljesiil a t&bbi p ¢ P primre is. Es ez minden d-re csak véges sok eset.

Vizsgaljuk a (11) egyenlétlenséget. Atalakitva:

2 2 2
p—1 3p°+2p—1 p

2 2

Igy 4d > p?. Ugyanakkor p? = x? + dy?, igy csak 2 > y lehet, azaz y = 0 vagy y = 1. De azt is tudjuk, hogy p |/y, igy
csak y = 1 lehet. Ekkor p? = 22 + dy? = 2 + d, vagyis a p? — d négyzetszam.
2
. -1
Osszefoglalva: sziikséges és elégséges feltétel, hogy minden p primre, amelyre (pT) +d>p’esp ¢ P, a p?—d
egy négyzetszam legyen.

Megjegyzés. Fz egy nagyon erés feltétel; minél nagyobb a d, annél erGsebb. A 95 milliénal kisebb d szamok, amelyek
kielégitik ezt a feltételt:
1, 2, 3, 5, 6, 10, 13, 21, 22, 30, 33, 37, 42, 57, 58, 70, 78, 85, 93, 102, 105, 130, 133,
165, 177, 190, 210, 253, 273, 330, 345, 357, 385, 462, 1365.

Karpati Attila szamitogépes programja alapjan 95 millidig tobb ilyen szam nincs.
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