1. a) Ha (a,) szamtani sorozat, akkor a,, = a1 + (n — 1)d, azaz a,, = (d)n + (a1 — d);
ha a, = An+ B, akkor a,—1 = A(n — 1) + B, és igy a, — a,—1 = A, tehat a sorozat szamtani.

d d
b) Ha (a,) szamtani sorozat, akkor S,, = g(2a1+(n—1)d), azaz valoban fennall, hogy S, = (5> n? + (al - 5) n;

ha pedig S,, = Kn? + Ln, akkor S,,_1 = K(n— 1)+ L(n — 1), és igy an = Sy, — Sn_1 = 2K)n+ (L — K), azaz a
sorozat valoban szadmtani.

2. Dolgozhatunk vektorokkal. Legyen AB =a (la] = a), BC=b (|b| = b), CD =c (Ic] = ¢), DA=4d (Id| = a),
AC =e (le]=¢), BD=f (ff| = f); ekkora+b+c+d=0,e=at+tbe= c—df=btc f=—a—d
e? =a?+2ab+b?, €2 =c? + 2cd +d?, f2 = b? + 2bc + 2, f? = a® + 2ad + d%.

Ezekbol, figyelembe véve, hogy b+d = —(a+ c):

2(e? +f?) = 2(a® + b* +c? +d?) +2(a+c)(b +d),
e +f2=b*+d?*+a’+c?—(a+c)?
e’ +f? =b? + d? - 2ac.

Ha a négyszog trapéz, akkor az a és a ¢ vektorok parhuzamosak és ellentétes az irdnyitasuk, tehat
ac = |a||c| cos 180° = —|al|c| = —ac,
tehat
e? + f2 =% + d? + 2ac.

Ha e+ f2 = b® +d* 4 2ac, akkor mivel a fentiek szerint e*+f* = b?+d? —2ac, 2ac = —2ac, azaz 2ac = —2|a|-|c| cos ¢,
ahol ¢ az a és a c vektorok szoge. Most

2ac = —2accos g, cosp = —1, © = 180°,
tehat a || ¢, azaz a négyszog valoban trapéz.
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3. Ha egy egyenld szart haromszog alapja x, az alapon fekv§ szog «, akkor a magassaga m = 3 T - tg a, teriilete

2

1
T:i-arz-tgoz,T:%-tga.
n

Ennek alkalmazasaval:
Lo Lo L 2 1 2, 2
Tapc +Ta,Bc = §bcs1na + v tga = Z(tga)(a + 2bccosa), Tap,c + Tapc, = Z(tga)(b + ).

A koszinusztétel szerint a® + 2bccosa = b? + ¢, tehat igaz az allitas.

nn+1)

4. Ismeretes, hogy 1 +2+3+---+n = 5

1
és 12+22+32+~-~—|—n2:6n(n—|—1)(2n+1).
247+ 14+-+n*P+2n—1)=
=(1P+2-1-1D+2°+2-2-1)+B*+2-3-1)+---+(n*+2n-1) =
=(124+22 432+ +nH+21+24+3+---+n)—n-1=
nn+1)

1
:6n(n+1)(2n+1)+2~7—n:

> %(2n2+9n+1).
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