A 2000. évi XI. magyar—izraeli matematikaverseny feladata volt a kovetkezs:

1. Adott a sikon a C kir (a kézéppontja nélkil) és a P pont. Megszerkeszthetd-e csak vonalzéval a C' kér kézéppontjdt
a P-vel dsszekitd egyenes?

2. Adott a sikon a Cy és a Cy kir (a kézéppontjaik nélkil). Szerkesszik meg a kézéppontjaikon dtmend egyenest
csak vonalzoval, ha
i)a két kor metszi eqgymdst;

ii)a két kor érinti egymdst, és az érintési pont, T meg van jeldlve;
iii)ha nincs kézos pontjuk.

A feladatot ugy kaptuk meg, hogy a 2. 4ii ) részre nem volt ismert, hogy elvégezhets-e a szerkesztés. A késGbbiekben
megvizsgaljuk, mit mondhatunk az egyes esetekben.

1. Elgszor is vegyiik észre, hogy itt az a kérdés, megszerkesztheté-e a C' kor kdzéppontja. Valéban, egyrészt ha
megszerkeszthets, akkor P-vel 6sszekotve, a kivant egyenest kapjuk meg. Masrészt, ha két tetszéleges pontot, Pi-et és
Ps-t véve megszerkesztjiik a kérdezett egyeneseket (ha szerkeszthetsk), akkor ezek metszéspontja a kor kézéppontjat
adja meg (kivéve, ha OP; egyenesén P; is rajta van, de el6szor OP; egyenesét megszerkesztve felvehetjilk Ps-t rajta
kiviil). Atfogalmazzuk tehat a kérdést:

1.” Megszerkeszthet6-e csak vonalzéval a C kor kozéppontja?

Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. A bizonyitas indirekt: tegyiik fel, hogy szerkesztési lépések egy sorozataval
megkaptuk a kozéppontot, O-t. A bizonyitas alapgondolata nagyon szép: vetitsiik a kort egy pontbol egy masik Sp
sikra ugy, hogy kor maradjon, a sik egyenesei egyenesek maradjanak, de a kér O kodzéppontja ne keriiljon az 4j kor
O, kozéppontjaba. A vetitést a feltételezett szerkesztés lépéseire alkalmazva az Gj sikon ugyanannak a lépéssorozatnak
az O kozéppontot kellene adnia, de a lépések nyomén a C korvonal kozéppontjanak O* vetitettjét kapjuk, ami
ellentmondas, mert ez a pont nem koézéppontja a Ci-nek. Célunk tehat az, hogy egy ilyen vetitést talaljunk.

Lépjiink ki ezért az S sikbodl a térbe, vegyiink fel egy P pontot a sikon kiviil, és tekintsiik a P és a C korvonal altal
meghatarozott kapot. Az a G gomb, amelynek C az egyik f6kore, metszi a kiapot, ha P a G-n kivill van (1. dbra).
Belatjuk, hogy a metszet kor, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy a metszet pontjai egy sikban vannak. Valoban, ha Q4
és 2 a C két pontja, a PQ; és PQ- egyenesek masodszor Ri-ben és Rs-ben metszik a G gdmbot, akkor az Ry és
R, altal meghatarozott egyenes parhuzamos egy adott allasu sikkal. Ennek belatasdhoz tekintsiik azt a G7 gdmbot,
ami atmegy C-n és a P ponton; e gdmb P-beli érintésikja, So megfelels lesz. Messiik el ugyanis az egész elrendezést a
Q1Q2Ro Ry négyszog sikjaval: allitdsunk bizonyitasa a keriileti szogek tétele alapjan a 2. d@brdrdl leolvashato.

Legyen a metszet sikja (az Se-vel parhuzamos) S; sik; azt allitjuk, hogy ha P mer6leges vetiilete az eredeti S sikon
nem C' kozéppontja, vagyis a P cstcsu C alapd kdp nem egyenes kip, akkor a P pontbél az Sy sikra valdé vetités
megfelel.

Valoban, az S és az Sy sik, C és C sikja nem parhuzamos, igy O (a C kozéppontja) képe nem lesz kozéppont; C
képe a bizonyitottak szerint kor, az pedig nyilvanvalo, hogy a vetités sordn minden egyenes képe egyenes. Tehat 1.’-re
valoban nemmel valaszolhatunk.

2. Az els6 két részfeladat megoldasahoz két ismert alapszerkesztést hasznalunk fel.

2
3. dbra 4. dbra
a) Ha ismert egy AB szakasszal parhuzamos e egye- b) Ha adott az AB szakasz F' felez6pontja, akkor tet-
nes, akkor csak vonalzdval meg tudjuk szerkeszteni az AB  sz6leges @ ponton it csak vonalzdval meg tudjuk szerkesz-
szakasz F' felez&pontjat. teni az AB-vel parhuzamos, (Q ponton atmend egyenest.

a) A P segédpontot felvéve a létrejové ABQ1Q2 trapézban PM atmegy az AB felez&pontjan.

b) A P segédpontot felvéve az M pont PF és BQ metszéspontjaként adodik. Ezutan az AM és PB metszéspontjat
(Q") a Q-val 0sszekots egyenes parhuzamos lesz A B-vel.

Az els6 szerkesztés helyessége a parhuzamos szelGk tételébdl, a masodiké pedig annak megforditasabol kozvetleniil
adodik.

Térjiink ra ezek utan a 2. feladat elsé két szerkesztésére.

a) szerint mindkét esetben elegendd az egyik korbe egy parhuzamos harpart rajzolnunk. Ekkor ugyanis meg tudjuk
felezni Gket, és az F1 Fy egyenes atmegy a kor kozéppontjan (5. dbra).

Ezt a lépést egy Gjabb, az el6z6vel nem parhuzamos hurparra megismételve a kor kozéppontja is megszerkeszthetd,
a centralist tehat a korok kézéppontjainak megszerkesztésével kapjuk.

i) A C koron a Py, P, segédpontokat folvéve és 6sszekotve ket a korok metszéspontjaival, a keriileti szogek tétele

szerint a Q1 Ry és az R1 Q2 ivek egyenlsk, igy a végpontjaikat 6sszekotd hurok, Q1Q9 és Ry Ry parhuzamosak (6. dbra).
it) Mivel T a ket érintkez6 kor bels6 hasonlosagi pontja, a Py, Py segédpontokat f6lvéve P Py parhuzamos Q1 Q2-vel
(7. dbra).
a) szerint igy meg tudjuk felezni a Q1Q2 szakaszt, és ezutan b) szerint a Co kor tetsz6leges P pontjan at meg
tudjuk rajzolni a QQ1Q2-vel parhuzamos hurt.



Miel6tt ratérnénk iii) vizsgalatara, megfigyelhetjiik, hogy az i) és ii) esetben nemcsak a centrélist kapjuk meg,
hanem a kozéppontokat is. Az i) részre majd mutatunk egy olyan szerkesztést is, amely kozvetleniil a centralist adja
meg, a kozéppontokat nem. Az i) esetben pedig megmutatjuk, hogy az eddigi tipust szerkesztések nem miikédnek,
ti. Cp és C5y kozéppontja altaldban nem szerkeszthetd.

it1) A pontos allitas, amit bizonyitunk, a kovetkezs:

Allitas. Ha a C; és Cs korvonalaknak nincs kozos pontja, tovabba nem koncentrikusak, akkor kozéppontjaik csak
vonalzoval nem szerkeszthetsk.

Bizonyitas. Az els6 bizonyitashoz hasonléan most is azt mutatjuk meg, hogy van olyan P pont és S; sik a térben,
hogy a P-b6l a korok S sikjat Si-re vetitve mindkét kor képe kor marad, de a vetités soran a kézéppontok képe nem
kozéppont. A 8. dbra azt a sikmetszetet mutatja, amelyben a P ponton és a Cy, Cy korok centralisin atmend sik
metszi az elrendezést.

Tekintsiik C és C5 hatvanyvonalat, messe ezt a centralis a (Q pontban, vegyiik fel a P pontot C és Cs sikjan kiviil
ugy, hogy a QP szakasz hossza egyenlé legyen a @ pontbol a kérokhoz huzhaté érinté szakasz hosszaval; tovabba P
merdleges vetiilete a centralison legyen. Mivel C és Cy nem koncentrikusak, igy a hatvanyvonaluk létezik; masrészt
Q-bol C1-hez és Cy-hoz is huizhatod érintd, mert a hatvanyvonal nem metszi (vagy érinti) a koroket az adott feltételek
mellett. Tekintsiik a P és a C altal meghatarozott G1, tovabba a P és a (5 altal meghatarozott Gy gdmbot. QP
egyenese mindkét gombot érinti (hiszen a Q-bol a G-hez, illetve Ga-hoz huzott érint6k mind egyenls hosszuak), a
két gobmb P-beli érintdsikja igy azonos (mivel Q P-vel és a hatvanyegyenessel is parhuzamos), tehat a két gdmb P-ben
érinti egymast. Vegyiink fel az itteni F érintGsikkal parhuzamos S sikot, amely nem megy at P-n.

P-bé6l erre az Sp sikra vetitve (ami S-sel nem parhuzamos, mert Cy és Co nem koncentrikusak) Cy és Cs képe kor,
az egyenesek képe egyenes, de C7 és Cy kozéppontja nem megy at a megfelel6 kdzéppontokba, igy 1.-hez hasonléan
ellentmondéashoz jutottunk.

Mindebbdl még nem koévetkezik, hogy a centralis nem szerkeszthetd. A kézéppontok viszont még akkor sem szer-
keszthetGek, ha még a centralis is meg van adva, ez adodik a fenti bizonyitasbol. Ez azért fontos, mert ellenkezd esetben
be lehetne bizonyitani, hogy ha korok nem metszik egymast, akkor nem szerkeszthet6 meg a centralis. Val6ban, ha
a centralis ismeretében mar meg lehetne szerkeszteni a kozéppontokat, akkor abbél a koérck koézéppontjara adédna
szerkesztési eljaras.

A fenti eredmény tehéat negativ: nem vezet ellentmondasra az a feltevés, hogy két nem metsz6 kor centralisa csak
vonalzoval megszerkeszthetG. Ennél tobbet a fentiek alapjan nem allithatunk, az iii) probléma tovabbra is nyitott.

Befejezésiil egy tovabbi speciélis eredményt bizonyitunk:

Allitas. Ha C; és C, koncentrikus korok, akkor szerkeszthets a kozos kozéppont.

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy koncentrikus korokbe ismét rajzolhatunk parhuzamos harokat csak vo-
nalzoval (9. dbra), az igy adodo szimmetrikus trapéz felhasznélasaval pedig a kozos kozépponton atmend egyenest
rajzolhatunk.

Ha P a korok kiils6 pontja, akkor a P-nek a korokre vonatkozd poldrisai Egyenes és pont korre vonatkozo
kolesonosen egyértelmd megfeleltetésérdl, a polaritdsrdl 1d. pl.: Havalampijev: Polus és polaris a korben c. cikkét a
KoMaL 1987/1. szamaban., p; és pa parhuzamosak lesznek (10. dbra).

Egy P pont adott korre vonatkozé p polarisat pedig megszerkeszthetjiik csak vonalzéval, ha felhasznaljuk, hogy a
P-n atmend tetszGleges egyenes, amelyik a kort két pontban (@1 és QQ2) metszi, a p polarist olyan P* pontban metszi,

2P el 11. dbra)
PQ; ~ prgp )

A P pontnak a Q1, Q2 pontokra vonatkoz6 harmonikus tdrsat pedig megszerkeszthetjiik csak vonalzoval (12. dbra).
A szerkesztés a 2/a) eljaras kiterjesztése, a teljes négyoldal” tulajdonsagait hasznéalja fel.

Igy két szels felhasznalasaval két pontot kapunk a polarison.

Némileg hasonl6 az 0j megoldas az i) feladatra: elég lenne a két kor metszéspontjaiban érintSket szerkeszteni, ezek
metszéspontjai kiadjak a centralist. Ehhez a projektiv geometria ad segitséget: a Pappos—Pascal tétel. Eszerint ha
adott egy korbe irt hatszog, akkor az A;A; 1 és A;y3Ai14 egyenesek metszéspontjai (i = 1, 2, 3) A6 = Aj egy
egyenesen vannak. A hatszog itt akar onmagat metszd is lehet: a csticsok szamozasa hatarozza meg az egyenesparokat.
A tétel akkor is igaz, ha egy egyenest meghatarozo két pont egybeesik a koron: Osszekots egyenesiik ekkor az adott
pontba huzott érintd. Eppen ezt hasznalhatjuk egy kor adott A pontjaba huzott érintd megszerkesztésekor. Legyen
Ay = Ay = A, és vegylik fel az Ag, As, Ay, As pontokat a koron tetszélegesen. Szerkessziik meg az As Az N As Ay,
Ay A5 N A As metszéspontokat; a tétel szerint ezek egy e egyenesen vannak. Ez A3 As-et B-ben metszi; AB a keresett
érinté (13. dbra). Ez utobbi két megoldas mutatja, hogy milyen hasznos segédeszkoz lehet a projektiv geometria
bizonyos feladatok megoldasanal.

Végil az érdeklédSknek ajanljuk Szdkefalvi Nagy Gyula: A geometriai szerkesztések elmélete cimid konyvét. A
bizonyitasok egy része innen szarmazik, és itt talalhaté az 1. feladatra, illetve a 2. i) részre koordinata-geometriat
felhasznal6 bizonyités is.

amelyre a PQoP*Q1 un. harmonikus pontnégyest alkot, tehat amelyre

Gyenes Zoltan
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