1. Az A0, 0), B(n, 0), C(n, n) és D(0, n) pontok dltal meghatdrozott négyzet hatdrdn és belsejében elhelyezkedd
racspontokat pirosra vagy zéldre szinezzik gy, hogy a négyzetbe esd valamennyi egységoldali racsnégyzetnek pontosan
két csucsa legyen piros. Hdanyféleképpen tehetjik ezt meg?

Megoldas. A széban forgd racspontok n + 1 sorban és n + 1 oszlopban helyezkednek el. Nevezetesen, az i-edik
sor (0 <4 < n) azokat a racspontokat tartalmazza, amelyeknek a masodik koordinatéaja ¢. Hasonloképpen, az i-edik
oszlop azokbél a racspontokbél 4ll, amelyek els6 koordinataja i. Két racspontot szomszédosnak fogunk hivni akkor, ha
ugyanabban a sorban vagy oszlopban egymas mellett helyezkednek el. Az (i, j) pont szomszédai tehat az (1 — 1, j),
(i+1, 5), (4, j—1) és (i, 7+ 1) pontok, amennyiben ezek is az ABC'D négyzet pontjai.

Nyilvan j6 szinezését kapjuk a pontoknak akkor, ha minden sorban felvaltva szinezziik pirosra és zoldre az egymast
kovets pontokat. Az egyes sorokat ekkor egyméstol fiiggetleniil kétféleképpen szinezhetjiik, ezért az ilyen szinezéseknek
a szama 2"T!. Ugyanilyen megfontolasbol lesz j6 az a 2" szinezés is, ahol az egyes oszlopokban kovetik egymast
felvaltva a piros és zold pontok. Mivel a pontokat kétféleképpen lehet tgy kiszinezni, hogy sem a sorokban, sem az
oszlopokban nincs két szomszédos azonos szind pont, ezért igy Gsszesen

2n+1 4 2n+1 _ 2 — 2n+2 _ 2

jO szinezést talaltunk.

Megmutatjuk, hogy a fentieken kiviil nincs mas j6 szinezés. Ehhez tegyiik fel elGszor azt, hogy a pontokat meg-
szineztiik a kivant moédon, és valamelyik oszlopban — mondjuk az i-edikben — van egymas mellett két azonos szind
szomszédos pont. Legyenek ezek (i, j) és (i, j + 1). Ekkor az (i — 1)-edik és az (i + 1)-edik oszlopban is talalhato
egymés mellett két azonos szind pont. Nevezetesen az (1 — 1, 7), ¢ —1, 7+ 1), ¢ +1, j), i +1, 7+ 1) pontok
mind azonos szintek, és egyben az (i, j), (¢, j + 1) pontoktol eltérs szintek kell, hogy legyenek. Indukcidval kénnyen
ellendrizhets ezutan, hogy az (i — k, j), i — k, 7+ 1), i+ k, j), (i +k, j+ 1) pontok szine az (¢, j), (¢, j+ 1)
pontokéval megegyez6, ha k paros, illetve azokétol eltérd, ha k paratlan.

Tegyiik fel most még azt is, hogy valamelyik sorban — mondjuk a j'-edikben — is van egymaés mellett két azonos
szind pont: (i, j') és (i’ + 1, j'). Az elbbihez hasonlé gondolatmenettel (vagy egyszertibben: szimmetria okokra
hivatkozva) megéllapithatjuk, hogy minden k-ra az (i', j' — k), (i’ +1, j' — k), (¢, 7 + k), (' +1, j' + k) pontok
azonos szintiek.

A fentiek szerint az (i’, j) pont szine meg kell, hogy egyezzen mind az (i’, j+ 1), mind az (i + 1, j) pont szinével.
Ez azonban egy j6 szinezésben nem torténhet meg, hiszen a felsorolt harom pont éppen egy egységoldali racsnégyzet
hérom cstcsa. Ez az ellentmondés igazolja azon allitdsunkat, miszerint minden jo szinezésben vagy az oszlopokban,
vagy a sorokban valtakozo szint pontok kivetik egymast. A kérdéses szinezések szama tehat 272 — 2.

2. Legyen ABC szabdlyostol killonbozd hdromszdg, P pedig a siknak a hdromszég csiucsaitol kilonbozd pontja.
Jeloljek Ap, Bp és Cp rendre az AP, BP és CP egyeneseknek az ABC hdromszog koré irt kérrel vett mdsodik
metszéspontjait. Mutassuk meg, hogy a siknak pontosan két olyan P és Q pontja van, hogy az ApBpCp és AgBoCq
hdromszdégek szabdlyosak, tovdbbd, hogy a PQ egyenes dthalad az ABC hdromszog koré irt kor kozéppontjdn.

Az els6 két megoldas a korre vonatkozd inverzio fogalmara tamaszkodik, ezért réviden Osszefoglaljuk ennek a
transzformécionak legfontosabb tulajdonsagait. Ha adott a sikon egy O koézéppontu, r sugara k kor, akkor a k korre
vonatkozd inverzi6 a sik O-tol kiilonb6zd pontjainak az a leképezése, amely tetsz6leges P ponthoz az OP félegyenes
azon P’ pontjat rendeli hozza, amelyre OP-OP’ = r2. Ha az A pont (vagy alakzat) képe B, akkor a B ponté (alakzaté)
éppen A. A leképezés tehat egy-egyértelmi, a k pontjait helyben hagyja, k-n beliili pontokat pedig k-n kiviili pontokba
visz, és forditva. Ha egy kor az O pontot elkeriili, akkor a kdrvonal képe egy, az O-t szintén elkeriils korvonal, egy O-n
athalado k; korvonal képe pedig egy O-ra nem illeszkedd egyenes: a k és ki korok hatvanyvonala. Fontos tulajdonsaga
az inverzionak a szogtartas: ha ki és ks egy-egy korvonal (elfajuld esetben O-ra nem illeszkedd egyenes), akkor a &
és ki korok ugyanolyan szog alatt metszik egymadst, mint a ki és ko korok. (Két egymast metsz6 kor altal bezart szog
alatt kozos pontjukban huzott érint6ik hajlasszogét értjiik.) Speciélisan, ha a k; kor k-t merdlegesen metszi, akkor
k' = k miatt k| is merclegesen metszi k-t, méghozza ugyanabban a két pontban, ezért ki = k;.

Ezek utan lassuk el6szor a legkevesebb diszkussziot igényls megoldast.

I. Megoldas. Ha P az ABC héaromszog koré irhato k koron van, akkor Ap = Bp = Cp = P, ésigy az ApBpCp
haromszogrdl nem beszélhetiink. Az egyazon hurhoz tartozo keriileti szogek egyenlGségérdl szolo tételre hivatkozva az

1. dbrdrdl leolvashato, hogy az Ap Bp P haromszog hasonl6é a BAP héromszoghoz, fliggetleniil attol, hogy P a k koron

ApBp = B—A és hasonl6 moédon CrbBr = B—C
BpP AP’ BpP  CP’

beliil, vagy azon kiviil helyezkedik-e el. Ezért
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. AP AB
Az ApBp = BpCp feltétel tehat ekvivalens az P = Yol7]

AB
valamint az B aranyhoz tartozo Apolloniusz-kornek k-ra nem illeszkedd pontja. (Abban a speciélis esetben, amikor

feltétellel, vagyis azzal, hogy P az A és C pontokhoz,

AB = CB, ez az Apolloniusz-kor elfajulo, és az AC szakasz felez6 merclegesével egyezik meg.) Ugyanigy kapjuk azt

is, hogy az ApBp = ApCp feltétel ekvivalens azzal, hogy P a B és C pontokhoz, valamint az — arényhoz tartozd

Apolloniusz-koérnek k-ra nem illeszkedd pontja. Az Ap BpCp haromszog tehat pontosan akkor szabélyos, ha P az
emlitett két Apolloniusz-kor (k-ra nem illeszkedd) kozos pontja.

Az AC egyenes elvalasztja az els6 Apolloniusz-kor k-val vald, B-t6l kiilonbozé B’ metszéspontjat a B ponttol.
Ugyanigy, a BC egyenes elvalasztja a masodik Apolloniusz-kor k-val valo, A-t6l kiilonbdzs A' metszéspontjat az A
ponttol. Kovetkezésképpen az A, B, A, B pontok a k korén ilyen sorrendben helyezkednek el (2. dbra), és ezért
a két Apolloniusz-koér mind a k kordn beliill, mind azon kiviil egy-egy pontban metszi egymast. Pontosabban, a k-n



kiviili metszéspont nem létezik abban az esetben, ha mind a két Apolloniusz-kor elfajuld, ez azonban pontosan akkor
kovetkezik be, ha az ABC haromszog szabalyos. Ezzel a feladat els6 allitasat belattuk.

2. dbra

A masodik allitas bizonyitdsa azon az észrevételen alapul, hogy az emlitett Apolloéniusz-korok a k kort merdlegesen
metszik. Ekkor ugyanis a szogtartas miatt a k-ra vonatkozé inverzidé mind a két Apolloniusz-kort sajat magaba viszi,
és ezért a korok metszéspontjainak képe az inverzié soran ugyanez a két pont. Mivel a k& koron beliili pontok a k-n
kiviili pontokba transzformalodnak, ez csak ugy lehetséges, ha az inverzié P-t és Q-t felcseréli. A P és ) pontok tehat
egymasnak a k korre vonatkozo inverz képei, ennek megfelelGen a PQ egyenes valoban athalad a k kor O kdzéppontjan.

Szimmetria okokbol elegendd azt megmutatni, hogy az els6¢ Apolloniusz-kor (jeloljiik ezt ki-gyel) merslegesen
metszi k-t. Ez nyilvanvalo, ha AB = CB, egyébként pedig feltehetjiik, hogy a = BAC< > BCA< = +. Legyen a
B-bdl induld belss szogfelezs talppontja T, a kiils6é S. A szogfelez6-tétel értelmében ST éppen a ky kornek az AC
egyenesre es6 atmérGje, amely tartalmazza az A pontot is (3. dbra).

3. dbra

Ezért SBT< — g Tovabba,

_B T o I} o B B
TBO<1—§—(§—O<)—2 (w (a+ )>_2 BTS< = BST< = SBO: 4,

ahol O; a k; kor kdzéppontja. Ezért
01BO< = SBI'<+ TBO< — SBO1< = T,

és éppen ezt akartuk bizonyitani.



II. Megoldas. Rogzitsiik a pozitiv forgasirdnyt gy hogy az A, B, C cstcsok ilyen sorrendben helyezkedjenek el
a haromszog koré irt k£ koron. Hogy kevesebb esetet kelljen megkiilonboztetni, irdnyitott szogekkel fogunk dolgozni.
Két iranyitott szoget azonosnak tekintiink akkor, ha kiilonbségiik 27 egész szamu tobbszorose.

Ha X, Y a k kor pontjai, akkor az XY irdnyitott ivhez tartozo (iranyitott) kertileti szoget jelolje p(XY'). Példaul
©(AB) =7, ¢(BC) = a és ¢(CA) = 8 a haromszog szogei, ugyanakkor p(BA) = 180° — . Azt mondjuk, hogy az XY
(iranyitott) szakasz a P pontbol ¢ szog alatt latszik, ha X PY < = ¢, ekkor az Y X szakasz P-bol —¢ sz0g alatt 1atszik.
Az ilyen P pontok tsszessége alkotja az XY szakaszra tdamaszkodo ¢ szogi latokorivet, ami ¢ = 7w esetén a végpontjait
nem tartalmazo XY szakasszal, ¢ = 0 esetén pedig az XY egyenes XY szakaszon kiviil esG részével egyezik meg.

Ennyi el6késziilet utan most mar ratérhetiink a megoldés lényegi részére. A k koron nyilvan nem helyezkedhet el
megfeleld pont. Legyen tehat elGszor P a k kor egy tetsz6leges belsé pontja, ekkor az ABC' és Ap BpCp haromszogek
azonos koriiljarastak. Az utobbi haromszog tehat pontosan akkor szabalyos, ha a ¢(ApBp), ¢(BpCp), ¢(CpAp)
szogek koziil legalabb ketts (és persze akkor a harmadik is) 60°. Marmost

APB< = 180° — BAP< — PBA< = 180° — BAPs<< — BpBA<« =
180° — ¢(BAp) — ¢(BpA) = ¢(AB) + ¢(ApBp) = v+ ¢(ApBp),

Az AB, BAp, ApBp és BpA ivek ugyanis egyiitt éppen lefedik a k kort, igy a hozzajuk tartozé keriileti szogek
Osszege pontosan 180°. Hasonloképpen, BPC< = a + ¢(BpCp) és CPA< = 4+ ¢(CpAp). Az Ap BpCp haromszig
tehat pontosan akkor szabalyos, ha a P pontbdl az AB, BC, C' A szakaszok rendre v + 60°, o + 60°, 8 + 60° szogben
latszanak. E harom feltétel koziil persze elég csak kettét megkovetelni.

Most mar nem nehéz megmutatni, hogy a k kdron beliil pontosan egy ilyen P pont van. Az altalanossig megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy «, v < 120°. Tekintsiik most az AB szakaszra tamaszkod6 v + 60° szogi {c latokorivet
és a BC szakaszra tdmaszkodd o + 60° szogli £4 latokorivet, ezek tehat a megfelels szakaszoknak a haromszoget
tartalmazo oldalan helyezkednek el. A harmadik hasonlé latokorivre is (amely mar nem biztos, hogy az AC szakasznak
a haromszoget tartalmazo oldalan helyezkedik el) sziikségiink lesz késGbb, ezt jeloljiik £ g-vel. Hogy ez a két iv pontosan
egy pontban metszi egymast, méghozza a k kor belsejében, a kovetkez6képpen igazolhatjuk. ElGszor is vegyiik észre,
hogy mindkét latokoriv a k kor belsejében halad. Mésodszor, B kozos végpontja mindkét ivnek. Ezért a két fvnek
legfeljebb egy kozos belsé pontja lehet, és a metszéspont létrejottének sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az
L4 iv a BC oldallal, illetve az £¢ iv a BA oldallal olyan szogeket zarjon be, amelyek Osszege -t meghaladja (most
kivételesen nem iranyitott szogektdl beszéliink). Egyszerd szamolassal ellendrizhets, hogy ez valéban igy van. Azt
is megallapithatjuk, hogy 1évén ekkor CPA< = 8+ 60°, ez a P pont akkor esik az ABC haromszog belsejébe, ha
B < 120°, a haromszogon kiviil helyezkedik el a 5 > 120° esetben, ha pedig 8 = 120°, akkor az AC' oldalra illeszkedik.

Osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy a k koron beliil mindig pontosan egy ilyen pont van, méghozza az ABC
haromszog belsejében, ha a haromszog minden szoge 120°-nal kisebb, annak hataran, ha a haromszognek van egy
120°-0s sz0ge, illetve azon kiviil, ha valamelyik szoge 120°-nél nagyobb. Ebbdl a P pontbol az AB, BC, C' A szakaszok
rendre v + 60°, o + 60°, 8 + 60° alatt latszanak.

Legyen most a P pont a k kor egy kiils6 pontja. Az AP B< meghatarozasahoz kiillonbdztessiink meg négy esetet
annak megfelelGen, hogy a PA és PB félegyeneseken a P, A, Ap, illetve P, B, Bp pontok milyen sorrendben helyez-
kednek el (1. dbra). Megjegyezziik, hogy az iranyitott szogekkel valé szamolasnak az is elénye, hogy nem kell azzal
foglalkoznunk, hogy ez a két félegyenes egyméashoz képest milyen helyzetd. Mind a négy esetben konnyen ellenérizhetd,

hogy
APB< =180° — BAP<— PBA< =180° — ¢(BAp) — ¢(BpA) =

(180° — ¢(BAp) — ¢(ApA)) — ¢(BpAp) = ¢(AB) — ¢(BpAp) = v — ¢(BpAp) .

Ugyanigy BPC< = a—¢(CpBp) és CPA< = f—¢(ApCp). Mivel most az Ap BpCp haromszog koriiljarasa ellentétes
az. ABC haromszogével, ez a hdromszog pontosan akkor szabalyos, ha a ¢(BpAp), ¢(CpBp), ¢(ApCp) szdgek koziil
legalabb kett& (és persze akkor a harmadik is) 60°. Ezzel ekvivalens az, hogy a P pontbdl az AB, BC, C A szakaszok
rendre v — 60°, a — 60° és 3 — 60° alatt latszanak. Jelolje az ennek megfelels 1atokoriveket rendre £, ¢y és .

Allitas. A k kérre vonatkozo inverziondl az £a, U, Lo ivek képe rendre Uy, U és (.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a k koron kiviil is pontosan egy olyan @ pont van, amelyre az Ag BoCg haromszog
szabalyos, mégpedig ez a pont a P pont inverz képe. Probléma csak akkor lenne, ha P egybeesne a k kor kdzéppontjaval,
ez azonban nem lehetséges, hiszen az ABC haromszdg nem szabalyos. Egyuttal azt is megkaptuk, hogy a k kor
kozéppontja, valamint a P és @ pontok egy egyenesen vannak.

Most mar csak a fenti allitast kell igazolni. Ha a haromszog szogeire semmiféle megkotést nem tesziink, akkor
szimmetria okok miatt nyilvan elég annyit megmutatni, hogy £4 inverz képe éppen £4. A bizonyitds azon az egyszert
észrevételen miulik, hogy az a két iv, amelynek pontjaibol az XY (irdnyitott) szakasz ¢1, illetve ¢o szog alatt latszik,
¢1 — ¢ szOget zar be egymassal. Ennek alapjan a keriileti szogek tételébdl kovetkezik, hogy mind az ¢4 iv, mind az

"y iv 60°-0s szdget zar be a k korrel. Nem nehéz megmutatni, hogy az £4 iv a k koron beliil, az ¢/, iv pedig azon kiviil
halad. A két ivnek ugyanazok a végpontjai, de nem egészitik ki egymast egyetlen korvonalla. Mivel az a két korvonal,
amely a k-t a B és C pontokban egyarant 60°-os szog alatt metszi, egymas inverz képe a k korre nézve, a széban forgd
két iv is egymads inverze, és ezt akartuk bizonyitani.



II1. Megoldas. (Béky Bence megoldasa.) Az el6z6 megoldasok valamelyikét kovetve elGszor is megallapitjuk,
hogy valéban két ilyen pont létezik, méghozza egy a haromszog koré irhato koron beliil (jeloljiik ezt P-vel), a masik
pedig a koron kiviil (legyen ez Q). Vegyiik most észre, hogy az ApBpCp haromszog koriiljarasa megegyezik az ABC
haromszogével, mig az AgBgCg haromszogé azzal ellentétes. Talalhato tehat egy, a k kor O kozéppontjara illeszkedd
e egyenes, amelyre az Ap BpCp haromszoget tiikrozve az Ag BgCg haromszoget kapjuk.

Vizsgaljuk el6szor azt az altalanos esetet, amikor Ap kiilonbozik a Bg, Cg pontoktdl, Bp kiilonbozik az Ag, Co
pontoktol és Cp is kiilonbozik az Ag, Bg pontoktdl. Nem lehet, hogy példaul az Ap B¢ egyenes egybeesik az AgBp
egyenessel, mert ekkor Ap = Bp lenne. Az ApBg egyenes tehat csak akkor lehet parhuzamos az AgBp egyenessel,
ha egyben e-vel is parhuzamos. Ugyanez elmondhat6 a méasik két értelemszerten felirt egyenesparrol. Jelolje A*, B* és
C* rendre a BpCg és BoCp egyeneseknek, az ApCq és AgCp egyeneseknek, illetve az ApBg és AgBp egyeneseknek
a metszéspontjat. Az elmondottak szerint ezen egyenesparok koziil legfeljebb egy lehet parhuzamos helyzetben, az e
egyenesre es6 A*, B*, C* pontok koziil tehat ketts biztosan létrejon. Feltehetjiik, hogy az A* és B* pontok ilyenek.
Vilagos, hogy A* és B* kiilonb6z8 pontok (4. dbra).

Bp
4. dbra
Tekintsiik most a k korbe irt BBoCpCCqBp 6nmagat dtmetszé hatszoget. Ennek BBq és C'Cg szemkdzti oldalai

Q-ban, BoCp és CoBp szemkozti oldalai A*-ban, CpC' és BpB szemkozti oldalai pedig P-ben metszik egymast.
Pascal tétele szerint tehat az A* pont illeszkedik a PQ egyenesre (5. dbra).

Hasonloképpen belathato, eztttal az AAQCpCCoAp hatszogbdl kiindulva, hogy a B* pont is illeszkedik a PQ
egyenesre. A PQ egyenes tehét egybeesik az A* B* egyenessel, vagyis az O ponton athalado e egyenessel, ami bizonyitja
az altalanos esetben a feladat masodik allitasat.

Tegyiik fel végiil, hogy mondjuk Bp = Cg = X, ekkor az e-re valé szimmetria miatt Bg = Cp =Y, végiil pedig
Ap = Ag a k kbrnek az a Z pontja, amelyre az XY Z haromszog szabalyos. Vildgos, hogy Z illeszkedik az e egyenesre,
XY pedig mer6leges arra. Ekkor az BpCg és BoCp egyenesek helyett tekintsiik a k£ korhoz annak X, illetve Y
pontjaban hizott érintgjét, ez a két egyenes a Z pontnak az XY-ra vonatkozo tiikkorképében metszi egymast. Jeloljiik
most ezt a pontot A*-gal. A B*, C* pontok ugyanugy definidlhatok, mint az altalanos esetben, és ezuttal egybeesnek
Z-vel. Az A* és B* pontok tehat most is az e egyenest hatarozzak meg. Most mar szinte sz6 szerint megismételhet;jiik
az el6z6 bekezdést azzal az apré modositassal, hogy most a BBoCpCCqBp hatszog elfajulé abban az értelemben,
hogy két-két szomszédos csiicsa egybeesik. Ezért a Pascal tétel alkalmazasanil a BpCg és BoCp egyenesek helyett
éppen az el6bb emlitett érintéket kell tekinteni.

Megjegyzések. 1. A feladat komplex szamok segitségével viszonylag egyszerd szamolés utjan is megoldhato. Ezt az
utat valasztotta Gyenes Zoltan a masodik allitas bizonyitasahoz.



2. Egy mélyebb matematikai eszkozoket hasznalé megoldéast tartalmaz, és a feladat hatterére mutat ra Hrasko
Andrds cikke, amely a kovetkezd szamunkban jelenik meg.

3. A harmadik megoldasbol azonnal leolvashatd, hogy az ApBpCp és AgBgCq haromszigek a P(Q) egyenesre
szimmetrikusan helyezkednek el. Erre az eredményre az elsé megoldas iigyes folytatasaval is eljuthatunk. Hogyan?
Ennek az 6nmagéaban is szép feladatnak a megoldasat mar az olvaséra bizzuk.

3. Legyen k nemnegativ egész szdm, és tegyiik fel, hogy az a1, as, ..., an egész szamok legaldbb 2k kilonbozd
maradékot adnak (n+k)-val osztva. Bizonyitandd, hogy a szdmok kézott van néhdny, amelyek dsszege oszthaté (n+k)-
val.

I. megoldas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az ay, as, . .., as, szamok paronként kiilonbozs
maradékot adnak (n + k)-val osztva. Tekintsiik a kovetkezs n + k kiilonb6zs szamot:

b1 = aq, by = aq, bs = a1 + agbgiy1 = a1 +as + ...+ ag + agi41 (0<i<k), bsivo = a1 +as+ ..

Ha ezek kozott van olyan, amelyik oszthato (n + k)-val, akkor mar készen is vagyunk. Ellenkez6 esetben pedig van
a szamok kozott kettd, mondjuk b, és by (s < t) amelyik ugyanolyan maradékot ad (n + k)-val osztva. Ekkor by — b
nyilvan oszthato (n + k)-val. Azt kell mar csak észrevenniink, hogy ez a kiilonbség felirhato az a1, ag, ..., a, szamok
koziil néhanynak az 6sszegeként. Ha ugyanis ez nem igy lenne, akkor valamilyen k-nal kisebb i-re s = 3i+1ést = 3i+2,
vagyis by — bs = agi+2 — agi+1 volna. Ez azonban feltételezésiink értelmében nem oszthato (n + k)-val.

II. megoldas. Ugyanehhez a végeredményhez egy kissé eltérs kiindulassal is eljuthatunk.

Allitas. Tetszdleges by, b, .. .,by egész szamok esetén léteznek olyan 1 < i < j < N indexek, hogy a bi+b; 11+ . +b;
0sszeq oszthato N -nel.

Ez egyébként éppen a feladat allitisa a k = 0 esetben. A bizonyitashoz tekintsiik ¢ = 0, 1, ..., N esetén az
sy = bi+...+b; Osszegeket, ahol sg = 0 az iires Osszeg. Az igy felirt N + 1 egész szam kozott biztosan van kettd, amelyik
ugyanolyan maradékot ad N-nel osztva. Ha s és sp (0 < k < £ < N) két ilyen Osszeg, akkor s;—sg = bgy1+brta+. .. +by
oszthatd N-nel.

A feladatot ezutan a kovetkez6 modon vezethetjiik vissza erre a specidlis esetre. Az els§ megoldashoz hasonldan,

most is feltehetjiik, hogy az a1, as, . . ., agx, szamok paronként kiilonb6z8 maradékot adnak (n+k)-val osztva. Tekintsiik
a
by =a1, bp =az — a1, b3 =a1, by =as, bs =as —as, bg =as, ..., b3p = azx_1,
b3kt1 = azpt1, b3kte = @akt2, ..., bnik =an

szamokat. Igy éppen N = n + k egész szamot irtunk fel.

A fenti allitas értelmében léteznek olyan 1 < i < j < N indexek, hogy S = b; + biy1 + ... + b; oszthaté N-nel.
Elegend6 azt megmutatni, hogy S felirhat6 az aq, aq, ..., a, szdmok koziil néhanynak az Gsszegeként. Ez egészen
nyilvanval6 akkor, ha ¢ > 3k 4 1, ebben az esetben ugyanis

S=ai—r+ai—k+1+ ...+ Aj—-
Ha ¢ < 3k < j, akkor legyen ¢ = 3s 4+ ¢, ahol 0 < s < k és 1 < ¢ < 3. Ekkor nyilvan
S=A+asi3+azsiat...+a;_g,

ahol A = ags11 + G2s12, aosy2, vagy asst1 annak megfelelGen, hogy ¢ értéke 1, 2, vagy pedig 3.
Végiil j < 3k esetén legyen i =3s+¢q, j =3t+r,ahol 0 < s <t < kés1l<gq, r <3. Ekkor kdnnyen ellenérizhetd,

hogy
S=A+azsi3+agsia+...+ay+ B,

ahol A-t ugyanugy definidljuk, mint az el6z6 esetben, B értéke pedig agsy1, asito, vagy pedig e ketts Osszege aszerint,
hogy r = 1, 2, vagy 3, feltéve, hogy s # t. Ha s = ¢, akkor is kénnyen lathato, hogy S értéke agsy1 + ass i, aosya2, vagy
a2s+1- Kivételt képezne az az egyetlen esetet, amikor s =t és ¢ = r = 2. Ez azonban nem fordulhat el6, hiszen ekkor
S = ags42 — 2541 lenne, az ay, ag, ..., ag, szdmok koziil viszont semelyik ketts kiilonbsége nem oszthaté N-nel.

III. megoldas. (Kovdcs Erika Rendta megoldasa.) Ismét tegyiik fel, hogy az ai, ..., agp szdmok paronként
kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Vezessiik be az A = {a1, ao, ..., agx} jelolést, és legyen by = a;. Ha
valamilyen 1 < j < k + 1 esetén a by, ba, ..., bj—1 szamokat mar definidltuk, akkor legyen b; az A halmaznak egy
olyan eleme, amelyik a by, b2, ..., bj_1, b1 + b2, by +ba + b3, ..., by + bz + ... 4+ b;_1 szdmok egyikével sem ad azonos
maradékot (n + k)-val osztva. Ilyen szam valoban létezik, hiszen ezekkel a feltételekkel az A halmaznak legfeljebb
(J— 1)+ (j —2) < 2k elemét zartuk ki.

Jelolje bgia, bkts, ..., bop az A halmaz fennmarado elemeit valamilyen sorrendben, és tekintsiik a kdvetkezs n + k
szamot:

.+ ag; + ag;

si=byr+by+...+b; (1§’L§2k), sj=a1+azx+...+aj (2k<z§n), Sn+1 =02, Snt2 =b3,. .., Sntk



Ha ezek koziil valamelyik oszthatd (n+ k)-val, akkor készen is vagyunk, ellenkezd esetben viszont koziiliik ketts azonos
maradékot ad (n + k)-val osztva, ezek kiilonbsége tehat ismét csak oszthatod (n + k)-val. Az nyilvan nem lehetséges
hogy mindkét szam az utolsé k darab koziil keriiljon ki, hiszen ezek paronként kiilonb6zé maradékkal rendelkeznek. Ha
mindkét szadm az els6 n szadm kozott van, akkor kiilonbségiik éppen az a; szdmok koziil néhanynak az 6sszege, ebben az
esetben tehat megint csak célhoz értiink. Végiil, ha a két szam koziil az egyik s;, ahol 1 <+¢ < n, a mésik pedig s+,
1 < j <k, akkor a b; szamok megvéalasztédsa miatt ¢ > j kell, hogy teljesiiljon. Ekkor azonban s,; = bj;+1 éppen az
s; egyik Gsszeadandodja, kovetkezésképpen az (n + k)-val oszthatod s; — s, szam most is felirhat6 az a; szamok koziil
néhanynak az osszegeként.

IV. megoldas. (Zdbrddi Gergely 6tlete.) Most egy indukcios bizonyitast mutatunk. Pontosabban az alabbi erésebb
allitast fogjuk teljes indukciéval igazolni.

Allitas. Legyenek m, n pozitiv egész szamok. Ha az a1, az, ..., a, egész szamok legaldbb 2i kilonbézd maradékot
adnak m-mel osztva, akkor vagy van kézottik néhdany, amelyek dsszege oszthato m-mel, vagy képezhetd beldlik legaldbb
n+ 1 olyan dsszeq, amelyek pdronként kilonbozd maradékot adnak m-mel osztva.

Ebbdl az allitasbol m = n + k, i = k valasztassal az eredeti feladat megoldasa azonnal leolvashato.

Ha ¢ = 0, akkor egyszerien tekintjiik az a1, a1 +as, ..., a; + a2+ ...+ a, Osszegeket; ha ezek kozott van két olyan,
amelyik azonos maradékot ad m-mel osztva, akkor kiilonbségiik, ami szintén néhany a; Gsszege, oszthaté m-mel.

Tegyiik fel most egy pillanatra, hogy i = 1 esetén is igazoltuk mar az allitast. Az indukcios lépéshez legyen j > 1 és
tegyiik fel azt is, hogy az &llitas igazolast nyert mér ¢ = j esetén is. Ebbdl ¢ = (j + 1)-re a kovetkezSképpen kaphatjuk
meg az allitdst. Legyenek aj, ag, ..., a, olyan egész szadmok, amelyek legalabb 25 + 2 kiilénb6z6 maradékot adnak
m-mel osztva. Valasszunk ki koziiliik két kiilonb6z6 maradékot adot, és tekintsiik az Osszes olyan a;-t, amelyik ezek
valamelyikével kongruens modulo m. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek éppen az asy1, ar12,

., Gy szamok. Az ay, asg, ..., a; szamokrol tudjuk azt, hogy legalabb 25 kiilonb6zé maradékot adnak m-mel osztva.

Tegyiik fel, hogy az a; szdmokboél nem képezheté m-mel oszthatoé Osszeg. Ekkor az indukcids feltevés és az i = 1
esetre vonatkozo feltevés értelmében az aq, ao, ..., a; szdmokbol képezhets ¢t + j kiilonb6z6 maradékot adé Osszeg, az
Qi+1, Gt42, - - -, G SzAmokbol pedig képezhets n — ¢ + 1 kiilonb6z6 maradékot ado Osszeg. Jelolje ezeket rendre sq, sa,

.y St4j, illetve r1, ro, ..., rp_¢41. Minden tovabbi nélkiil feltehets az is, hogy s; = a1 + a2+ ...+ a;. Tekintsiik most
a kovetkez6 n + j + 1 szdmot: sq, sg, ..., S¢4j, S1+71, S1+7T2, ..., 51 +Tn_s+1, ezek barmelyike felirhat6 az a; szdmok
koziil néhanynak az osszegeként. Tudjuk, hogy az els6 ¢ + j szam paronként inkongruens modulo m, és hasonléképpen
az utolsd6 n —t+ 1 is az. Az sem lehet, hogy valamelyik s, ugyanolyan maradékot ad m-mel osztva, mint s; + 7, hiszen
kiilonbségiik, (s1 — $p) + . jol lathatoan néhany a; Gsszege. A felsorolt n + j + 1 szam tehat paronként inkongruens
modulo m, és éppen ezt akartuk megmutatni.

Annyi van mar csak hatra, hogy a fent kimondott allitast ¢ = 1 esetén is igazoljuk. Tegyiik fel tehat, hogy az aq,
asz, ..., an szamok koziil a; és as kiillonb6z6 maradékot adnak m-mel osztva. Ha az a1, as, a1 +as, a1 +as+as,...,a1 +
as+ ...+ a, szamok kozott van kettd, ami ugyanazt a maradékot adja, akkor kiilonbségiik, ami nem més, mint néhany
a; Osszege, oszthato lesz m-mel. EllenkezS esetben pedig maris talaltunk n + 1 olyan Osszeget, ami mind kiilonb6z6
maradékot ad m-mel osztva.

Megjegyzések. 1. Ahogy azt Gyenes Zoltan és Kiss Gergely is megjegyzik, az els6 megoldasbol (és az azzal lényegében
megegyez6 masodikbol is) vilagosan latszik, hogy nem kell megkovetelniink 2k kiilonb6z8 maradék létezését: elegendd,
ha az a; szamokbdl kivalaszthato k olyan pér, hogy az azonos parban 1év6 szamok kiilonb6z6 maradékot adnak (n+k)-
val osztva.

Ez megtehetd mar akkor is (hogyan?), ha csak k + 1 kiilonb6z6 maradék létezéseét koveteljiik meg (feltéve persze,

hogy 2k < n).
2. A KoMalL 2000. decemberi szamanak A. 252. feladata szerint a 2k < n feltételre valdjaban nincs is sziikség: a
feladatban megfogalmazott allitas igazolasdhoz elég annyit feltenni, ahogy az a1, as, ..., a, szdmok legalabb k£ + 1

kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Az alabbiakban erre mutatunk két kiilonb6z6 bizonyitast.

3. Megjegyezziik még, hogy Szemerédi Endre egy nehéz eredményére tamaszkodva ez a feltétel is lényegesen gyen-
githetG: ha k értéke n-hez képest ,elég nagy”, akkor elegends annyit feltenni, hogy az a; szdmok t6bb, mint vk
kiilonb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva.

V. megoldas. (Csikvdri Péter megoldasabol.) Ha k = 0, akkor a feltétel semmitmondd, és a bizonyitando6 allitas
kovetkezik a II. megoldés elején kimondott egyszert allitasbol. A tovabbiakban legyen tehéat & > 0.

Tegyiik fel, hogy az a1, az, ..., ag41 szamok kiilénb6z6 maradékot adnak (n + k)-val osztva. Legyen s = a; +
as + ...+ ags1, és tekintsiikk 1 < ¢ < k+ 1 esetén az a; és b; = s — a; szdmokat, valamint 1 < 7 < n — k esetén a
cj = a1+ ag + ...+ ap4; szdmokat, ez Osszesen n + k 4 2 egész szam. Vizsgaljuk meg, hogyan adhat ezek koziil ketts
ugyanolyan maradékot (n + k)-val osztva. Az a; szamok paronként kiilonbozé maradékot adnak, csakigy mint a b;
szdmok. Ha a c; szdmok koziil kett6 ugyanazt a maradékot adja, akkor mar készen is vagyunk. Hasonl6képpen készen
vagyunk akkor is, ha valamelyik ¢; szdm ugyanolyan maradékot ad, mint valamelyik a; vagy b;, hiszen mind maga az
a; szdm, mind pedig a b; minden egyes dsszeadandoja szerepel barmelyik ¢; Osszeadandéi kozott. Mivel a; a bj-nek is
osszeadandOJa J # i esetén, feltehetjiik azt is, hogy ilyen esetekben a; és b; kiilénb6z6 maradékot adnak.

Osszefoglalva, feltehetJuk tehat, hogy ha a fent felsorolt n+k+2 szam kozott kett6 azonos maradékot ad (n+k)-val
osztva, akkor ez a két szam a; és b; egy alkalmas 1 < ¢ < k + 1 indexre. Minden egyéb esetben ugyanis a bizonyi-



tando allitas az elmondottak miatt rogton kovetkezik. Vegyiik észre azt is, hogy azonnal befejezettnek tekinthetjiik a
bizonyitast akkor is, ha a felsorolt n + k + 2 szam valamelyike oszthaté (n + k)-val. Egyetlen olyan eset képzelhetd
mér csak el, amelyben még nem végeztiik el a bizonyitast, nevezetesen ha 3 kiilonbo6zé ¢ index is létezik dgy, hogy a;
és b; ugyanazt a maradékot adjak, vagyis kiilonbségiik, s — 2a; oszthatd (n + k)-val. Legyenek ezek i1, i9 és i3, ekkor
a 2a;,, 2a;, és 2a;, szdmok ugyanolyan maradékot adnak (n + k)-val osztva. Nem nehéz megmutatni, hogy ez csak
ugy lehetséges, ha az a;,, a;,, a;, szdmok koziil kettének a maradéka megegyezik, ellentétben a megoldas legelején tett
feltevésiinkkel. Ez mutatja, hogy a bizonyitdst mar minden esetben elvégeztiik.

VI. megoldas. (Nagy Zoltdn megoldasabol.) Ha a szamok koziil valamelyik oszthatd (n+ k)-val, akkor mar készen
is vagyunk, talaltunk egy egytagi megfelels Gsszeget. Tegyiik fel tehat, hogy az a; szdmok p kiilonb6z6 maradékot
(p > k+1) adnak (n+ k)-val osztva, és ezek 0 < my < mg < ... <m, < n+k. Ha egy Gsszeg minden egyes tagjat egy
azzal azonos maradékot ado szammal helyettesitiink, a kapott 6sszeg nyilvan pontosan akkor lesz oszthato (n + k)-val,
ha az eredeti 6sszeg is ilyen volt. Ezért feltehetjiik azt is, hogy mindegyik a; valamelyik m;-vel egyenls.

Allitsuk nagysag szerinti sorrendbe az a; szamokat, vagyis legyen a; = as = ... = Gy = M1, Q41 = Aky42 =
C = Ay, =M, oy Ay 41 = ... = G = My, ahol 1 < ky < ky <... < kp—1 < n. Tekintsiik most minden 1 <7 <n
esetén az s; = a1 +as + ...+ q; Osszeget, ésminden 1 < j<p—leseténat; =a;+ax+...+ ag;—1+ ag;+1 Osszeget
is. Ez Osszesen n +p — 1 > n + k szam. Ha ezek kozott van (n + k)-val oszthato, akkor készen vagyunk. Ellenkezd
esetben kell, hogy legyen kettd, amelyik ugyanolyan maradékot ad (n + k)-val osztva.

Ha az s; szamok kozott van két ilyen, akkor a szokasos indoklas miikodik.

Ha s; — t; oszthatoé (n + k)-val valamilyen ¢, j esetén, akkor ismét csak készen vagyunk. Ha ugyanis ¢ < k;, akkor
az s; Osszeg valodi része a t; Osszegnek, és ezért t; — s; néhany a; Osszege. Ha 1 > k;, akkor pedig a t; Gsszeg képezi
valodi részét az s; Osszegnek. Az pedig nem lehet, hogy ¢ = k;, mert ekkor s; —t; = ak; — Gk;+1 = Mj — m;41 lenne,
ami nem oszthato (n + k)-val.

Végiil tegyiik fel, hogy t, —t; oszthato (n+ k)-val valamilyen 1 < j < £ < p—1 esetén. Ha még j+1 < £ is teljesiil,
akkor konnyen lathato, hogy t, —t; az a; szdmok koziil néhanynak az 6sszege. Ugyanez a helyzet akkor is, ha £ = j+1
és kji1 > k;j+2. Az pedig nem lehetséges, hogy £ = j+1 és kjy1 = k;j+1, ekkor ugyanis t,—t; = ak,,, +1+ax; —ak, ., =
Mjyo +m; —mj . Viszont az m; szdmokra tett feltevés miatt nyilvan 0 < mj; < mjio +m; —mjp1 < mjpo < n+k,
vagyis az egyetlen megmaradt esetben t, — ¢; nem oszthato (n + k)-val.



