El6z6 szamunkban a ,Fibonacci-tipust” sorozatoknak, illetve maganak a Fibonacci sorozatnak tobb érdekes tu-
lajdonsagat bebizonyitottuk. Most ezek felhasznalasaval kiilonb6z6 megoldasokat adunk az A. 244. feladatra. A
definicidk, tételek és lemmdék szdmozasat nem kezdjiik djra, mivel tobbszor hivatkozni fogunk a cikk els§ részében
leirtakra.

A. 244. Egy szdamsorozatot nevezzink Fibonacci-tipusunak, ha a harmadiktol kezdve mindegyik eleme az eldzd kettd
dsszege. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv egész szamok halmaza felbonthato olyan Fibonacci-tipusi végtelen sorozatok
uniojdra, amelyek kiozil semelyik kettdonek nincs kézds eleme.

I. megoldas az A. 244. feladatra

Els6ként a feladatnak egy olyan megoldasat vizsgaljuk meg, amely két, dnmagaban is érdekes segédsorozat felhasz-
nalasaval konstrualja meg a kivant felbontéast.

2. definicié. Definidljuk az A = (ag, a1, ...) és a B = (b, b1, ...) sorozatokat a kivetkezdképpen:
(1) Legyen ag = bg = 1;
(2) ha ag, ..., an—1-€t és by, ..., by_1-et mdr definidltuk, akkor legyen a,, az a legkisebb pozitiv egész, amelyik nem
szerepel az ag, a1, ..., p—1, bo, b1, ..., by_1 értékek kozott;

(3) legyen b, = a, +n.
A kovetkezs tablazat tartalmazza az A és B els6 néhany elemét:
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A megoldas kulcsa a kovetkezs lemma.

5. lemma. Tetszdleges n nemnegativ egészre
ap, = Gn + by

A lemma bizonyitasdhoz tovabbi lemmakra lesz sziikségiink.

6. lemma. Az A és a B sorozat is szigorian monoton nd, ag = by = 1-tél eltekintve nincs kézds elemiik, tovdbba
minden egyes pozitiv egészt tartalmazza valamelyik sorozat.

7. lemma. Az A és a B elemeire teljesiilnek a kévetkezd egyenlétlienségek:

an+1<ant1 <ap+2;9a)b, +2 < bpy1 < by, +3;(9)an + 3 < anye < ap+4;(9¢)b, +5 < bpya < by, +6.(9d)

7. feladat. Igazoljuk a 6. és a 7. lemmat.

8. lemma. Tetszdleges n nemnegativ egészre

(11) Gq, =bn + 1.

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az n =0 esetben bp+1=14+1=2=a+ 1= a,,.

Tegyiik fel, hogy az allitas teljesil n = m-re, azaz a,,, = by + 1; ebbdl bebizonyitjuk az n = m + 1 esetre is.
A byy1 + 1 szam a (9b) alapjan nem szerepelhet a B sorozatban, tehat az A sorozatban szerepel: by, 11 + 1 = ag
valamilyen k-ra. Azt kell igazolnunk, hogy k& = ap,41.

A (9a) egyenl6tlenség szerint a,, +1 < ami1 < am+2. Ha a1 = am +1, akkor b1 = by +2, 68 ap = b1 +1 =
(bm+1)+2 = a,,, +2. (Az utolso lépésben az indukcios feltevést alkalmaztuk.) A (9a) és (9¢) egyenlStlenségek szerint
ez csak agy lehetséges, ha k = a,, + 1 = ayp+1-

Ha apmi1 = am + 2, akkor b1 = by + 3, €8 ag = b1+ 1= (b + 1) + 3 = aq,, + 3. (Az utolsé lépésben ismét az
indukcios feltevést alkalmaztuk.) A (9a) és (9c) egyenldtlenségek szerint ez csak ugy lehetséges, ha k = a,, +2 = apm41-
Ezzel a lemmat igazoltuk.

9. lemma. Tetszdleges n pozitiv egészre

ap,—2 = ap, — 3; (12a)ap, -1 = ap, — 15 (12b)ap, +1 = ap, + 2.(12¢)

Bizonyitas. ElSszor a (12b) egyenlséget igazoljuk. Tegyiik fel, hogy az allitas hamis; ekkor ap, = ap, -1 + 2, és
az ap,—1 +1 = ap, — 1 szdm a B sorozatban van: ap, — 1 = by, valamilyen k-ra. A 8. lemma szerint by + 1 = a,, , tehat
ap, = by +1 = a,,. Az A sorozat monotonitasa miatt ebb6l kovetkezik, hogy ax = by, ami ellentmond annak, hogy az
A és a B sorozatnak az ag = by = l-en kiviil nincs kozos eleme. A (12b) tehat teljesiil.

A (9a) és (9c) egyenl6tlenségek alapjan ap, —2 < ap, — 3 €s ap,—2 > ap,—1 — 2 = ap, — 3; ezekbdl (12a) kovetkezik.

Szintén a (9a) és (9c) egyenlGtlenségek alapjan ap, 11 < ap, +2 és ap, 41 > ap,—1 + 3 = ap,, + 2; tehat (12c) is igaz.

Most mar ratérhetiink az 5. lemma bizonyitasara.

Az 5. lemma bizonyitasa. A bizonyitashoz ismét a teljes indukciot hasznaljuk. Az allitas igaz n = O-ra:
ap, = a1 =2=141=uag+ bo.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n < m esetén, ebbdl bebizonyitjuk n = (m 4 1)-re is. Ismét két esetet vizsgalunk
aszerint, hogy a;m41 = apm + 1 vagy amy1 = am + 2.

Ha ap41 = am + 1, akkor b1 = by + 2 €S amy1 + bing1 = @m + by + 3 = ap, + 3. Masrészt a 8. lemma alapjan

Abpyy = Abyyy—1 + 1= ap, 41+ 1= (ap,, +2)+1=ap, +3.

Ebben az esetben tehat ap i1 + by = ap,,, ;-
Ha am+1 = am + 2, akkor byr1 = by + 3 €8 aymg1 + bit1 = @m + b +3 = ap,, + 5. A 8. lemma alapjan

b,y = Ab,, 2+ 3= ap,, 11+ 3= (ap,, +2)+3=ap, +5.

Az allitas ebben az esetben is teljesiil. A lemmaét ezzel bebizonyitottuk.



Az 5. lemma segitségével konnyen megkonstrudlhat6 az A. 244. feladatban kivéant felbontas, errdl szol a kovetkezd
tétel.

6. tétel. Tekintsik az dsszes olyan (am, bnm) paraméterd Fibonacci-tipusi sorozatot, amelyre az m nemnegativ
egész szam nem szerepel a B sorozatban. Az dsszes pozitiv egész szam pontosan egy ilyen sorozatban szerepel.

Bizonyitas. Ha valamely m-re a,, és b, egy Fibonacci-tipusi sorozat két egymas utani eleme, akkor az 5. lemma
és a B sorozat definicidja alapjan a kovetkezs két elem a,, + by, = ap,,,, illetve ap,, + by, = by,,,. Ezt a gondolatmenetet
megismeételve lathatjuk, hogy az (a,, by,) paraméterd sorozat elemei

a’mlv bm17 a’mza bmza a’m37 bm'av

alakban irhatok, ahol mi; = m és miy1 = by,

Tetszoleges (am, bm) szamparhoz egyértelmien meghatarozhato, hogy melyik szampar all elStte a megfelels soro-
zatban. Ha m a B sorozatban szerepel, azaz m = by, valamely k-ra, akkor ez az (ay, by) szampar. Ha m nem szerepel
a B sorozatban, akkor az (a,, b,,) szampéar a megfelel¢ paraméteri sorozat elsé két eleme. Ezen a modon visszafelé
lépkedve, mindegyik pozitiv egész szamroél egyértelmien eldonthetd, hogy melyik sorozatban szerepel. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

A kovetkezs tablazatban felsoroltuk az elsé néhany sorozatot.

My Oy Gy Oy @imig Oing Gy b, 01123581321 ... 2461016264268110 .. .471118294776123199 ...591423376097157254 . .. 7121931508

II. megoldas az A. 244. feladatra

Masodszor egy olyan megoldast mutatunk, amely egy tobbé-kevésbé természetes konstrukciot ad a keresett felbon-
tasra.

Képzeljiik el, hogy a pozitiv egész szamok halmazat mar felbontottuk paronként diszjunkt Fibonacci-tipust soroza-
tok unidjara. Legyen f az a fiiggvény, ami minden egyes pozitiv egészhez hozzarendeli az 6t tartalmazé egyetlen sorozat
kovetkezs elemét. Tehat tetsz6leges n pozitiv egészre az n-et tartalmazo sorozatban az n utan az f(n), azutan pedig az
f(f(n)) kovetkezik. Mivel a sorozat Fibonacci-tipusu, sziikséges, hogy f(f(n)) = f(n) + n teljesiiljon. Az f fliggvény
tehat pozitiv egész szamokhoz pozitiv egész szamokat rendel, és teljesiil ra az f(f(n)) = f(n) + n fliggvényegyenlet.

Megoldasunk az iménti gondolatmenet megforditasaval mikodik. Elgszor megadunk egy f fliggvényt, amire teljesiil
a talalt fiiggvényegyenlet. Ezutan definidljuk a megfelel§ Fibonacci-tipusi sorozatokat.

3. definicié. Definidljuk az f fiiggvényt a kévetkezdképpen:

1. Legyen f(1) = 2;

2. Ha f(1), ..., f(n—1)-et mdr definidltuk, és az n nem szerepel ezek kozott, akkor legyen f(n) = f(n — 1)+ 1;

3. Ha f(1), ..., f(n — 1)-et mdr definidltuk, és az n szerepel ezek kizitt, akkor legyen k a legkisebb pozitiv egész,
amelyre f(k) =n, és legyen f(n) =n+k.

Az alabbi tablazat tartalmazza f els6 néhany értékét.
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n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30f(n) 26 27 29 31 32 34 35 37 39 40 42 44 45 47 48

10. lemma. Az f fiigguényre a kivetkezdk teljesilnek:
a) tetszdleges pozitiv egész n-re f(n) > n;

b) az f fiigguény szigorian monoton nd;

c) tetszdleges n pozitiv egészre f(f(n)) = f(n) +n.

Bizonyitas. Az a) tulajdonsagot teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 1 esetben igaz, mert f(1) = 2 > 1. Tegyiik
fel, hogy igaz n < m-re; ebbdl bebizonyitjuk n = m-re is. Ha m nem szerepel az f(1), ..., f(m — 1) szamok kozott,
akkor f(m) = f(m—1)+1> (m—1)+1=m. Ha n szerepel az f(1), ..., f(m — 1) szamok kozott és k a legkisebb
pozitiv egész, amelyre n = f(k), akkor f(n) =n + k > n. Ezzel az a) allitast igazoltuk.

A b) allitashoz teljes indukcioval igazoljuk, hogy tetszéleges n pozitiv egészre f(n+ 1) > f(n). Ez n = l-re igaz,
mert f(1) =2 és f(2) = 3. Tegyiik fel, hogy

f) < f2) << fn);

ebbdl bebizonyitjuk, hogy f(n) < f(n+ 1).
Ha n + 1 nem szerepel az f(1), ..., f(n) szamok ko6zott, akkor

fln+1)=f(n)+1> f(n).

Tegyiik tehat fel, hogy n + 1 szerepel az f(1),..., f(n) szamok kozott, és legyen k a legkisebb pozitiv egész, amelyre
n+ 1= f(k); ekkor persze f(n+1) =n+k+ 1. Legyen ezutan m = f(k — 1); ekkor f(m) =m + k — 1. Az indukcios
feltevés szerint az f(1), ..., f(k — 2) szamok kisebbek f(k — 1)-nél, ezért az m + 1, ..., n szamok egyike sem szerepel
f), ..., f(k—1) kozott. Az f(k), ..., f(n—1) szamok pedig az indukcios feltevés szerint nagyobbak n = f(k—1)-nél,
ezért az f definicioja szerint

fm+1)=fm)+1=m+k fm+2)=fm+)+1l=m+k+1:f(n)=ftn—1)+1=n+k—1.

Mivel f(n+ 1) =n+k+ 1, most is f(n) < f(n+ 1). Ezzel a b) allitast is igazoltuk.

Legyen most n tetszSleges pozitiv egész. Az a) allitas szerint f(n) > n. A b) allitas szerint pedig az n-en kiviil
nincs még egy k szam, amelyre f(n) = f(k) teljesiilne. Ezért az f fliggvény a definicié szerint f(n)-hez az f(n) +n
szamot rendeli: f(f(n)) = f(n) + n. Ezzel a c) allitast is igazoltuk.

Ezutan megkonstrualhatjuk az A. 244. feladatban megkivant felbontést. Tekintsiik az 6sszes olyan n, f(n), f(f(n)),
f(f(f(n))), ... sorozatot, amelyben n nem eleme f értékkészletének. A fliggvényegyenlet szerint ezek mind Fibonacci-
tipusi sorozatok:

152—-23—-5—8—213—21—34—..4—-6—10—~ 16— 26— 42— 68— 110— ... 7T— 11— 18— 29 +— 47 — 76 — 12.

Azt is konnyd végiggondolni, hogy minden pozitiv egész pontosan egy sorozatban szerepel: ez a szigorian monoton
novekeds tulajdonsagbol kovetkezik.



II1. megoldas az A. 244. feladatra*

ﬂVersenyz()’ink koziill Horvdth Illés, a Fazekas Mihaly F6év. Gyak. Gimn. 11. osztalyos tanuléja oldotta meg igy a
feladatot.
Ebben a megoldasban az f helyett egy mésik fliggvény segitségével adjuk meg a keresett felbontéast.

+5
2

Mint mar lattuk, a Fibonacci-tipust sorozatok bizonyos értelemben hasonlitanak a ¢ = hanyadosi mértani

sorozatokhoz. Ez adja a konstrukci6é alapotletét.
4. definicié. Legyen tetszdleges n pozitiv egészre g(n) az az egész szdm, amelyik a legkézelebb van a gn szdmhoz,

1
azaz |g(n) — qn| < 7

11. lemma. Tetszdleges n pozitiv egészre g(g(n)) = g(n) + n.

Bizonyitas. Legyen m = g(n) és k = g(g(n)) = g(m). Azt kell igazolnunk, hogy k = m+n. A g definicidja szerint

m—qnl <z ¢ |k—qm| <=
m — agn — es —agm —.
m =3 q 2

Felhasznélva, hogy q(q — 1) = ¢* —q =1,

|k—m—n|=|k—qgm+(¢g—1)m—q(g—1n| <
1 1
<|k—=gm|+(@—1D|m—qgn| < s+ (@-1)3 = L.
2 2 2
Mivel k, m és n egész szdmok, ez csak agy lehet, ha k —m —n = 0.
Innen a II. megoldéas szerint haladhatunk az f fiiggvény helyett a g fliggvénnyel.

IV. megoldas az A. 244. feladatra

Ez a megoldas Csikvdri Péter és Zsban Ambrus (mindketten a Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn. 11. osztalyos tanuloi)
dolgozatabdl szarmazik.

12. lemma. Minden pozitiv egész szamot egyértelmien felirhatunk kilénbozd Fibonacci-szamok dsszegeként gy,
hogy nem haszndlunk fel szomszédos Fibonacci-szdmokat, példdul 17T =143+ 13, 49 =2+ 13 + 34.

Ennek a lemmanak a felhasznalasaval egy szép konstrukcié adhato a sziikséges Fibonacci-tipusiu sorozatokra.

Tekintsiink egy olyan szdmot, amelynek a 12. lemma szerinti felirdsaban a tagok kozott szerepel az 1:

F11+E2++F1k7

ahol 441 > i; +2 és i3 = 2. (F} = F; = 1 miatt nem engedjitk meg a 0 és 1 indexeket.) Ha ebben az 6sszegben az
Osszes tagot a rakovetkezd Fibonacci-szamra cseréljiik ki, akkor egy masik szdmot kapunk. Ezt a mtveletet ismételve
pedig egy sorozatot:

Fy+-+F, Fia+-+F, Fiojpot o+ Fiqo, ...

Ez a sorozat a Fibonacci-sorozat k darab eltoltjanak Osszege, tehdt maga is Fibonacci-tipusi.

Minden pozitiv egész n pontosan egy ilyen sorozatban szerepel. Ha ugyanis n-et felirjuk a 12. lemmanak megfelelGen,
akkor a tagokat a megfelel§ kisebb Fibonacci-szamokra cserélve egyértelmiien meghatarozhat6 annak a sorozatnak az
els6 eleme, amelyik az n-et tartalmazza.

Az igy kapott Fibonacci-tipusa sorozatok:

1,2,3,5,8, ...

4=143,7=2+45,11=3+8,18=5+13, ...

6=1+5,10=2+8,16=3+13,26=5+21, ...

9=1+4+8,15=2+413,24=3+4+21,39=5+34, ...

12=14+3+4+8,20=2+5+13,32=3+8+21,52=5+13+34, ...

8. feladat. Bizonyitsuk be a 12. lemmadat!

Tovabbi feladatok




9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az I. és a II. megoldds ugyanazt a felbontdst dllitja eld.
10. feladat. Mutassuk meg, hogy az L., a III. és a IV. megoldds hdarom kilénbozd konstrukciot ad a feladatra.

11. feladat. Két jatékos a kévetkezd jatékot jdatssza: Két kupac kavicsbol felvdltva vesznek el. Eqy lépésben vagy
az eqyik kupacbdl vehetnek el legaldbb egy kavicsot, vagy pedig mindkét kupacbol ugyanannyit. Az veszit, aki nem tud
lépni. Mutassuk meg, hogy a masodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha a kiindulo dllisban az eqyik
kupacban a, — 1, a mdsik kupacban b, — 1 darab kavics van, ahol n alkalmas természetes szam, a,, és b, pedig a 2.
definicioban szerepld sorozatok megfeleld elemes.

12. feladat. Legyen (ay), illetve (by,) a 2. definicidban szerepld sorozat. Igazoljuk, hogy tetszéleges n nemnegativ
egészre a, = [qn] + 1 és b, = [¢°n] + 1. ([z] az = egész része.)

13. feladat. Jeldljik h-val azt a figguényt, amely minden pozitiv egészhez a IV. megolddsban ldtott felirdsa
eltoltjat rendeli; mds szoval, ha az 1 < i1 < --- < i} egész szdmok kiozdtt nincsenek szomszédosak, akkor legyen
h(F;, + -+ F;,) = Fiy41+ -+ + Fi,41. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges n pozitiv egészre

1 1
gn — = < h(n) < gn+ —.
7 q

14. feladat. Azt mondjuk, hogy a (c,) sorozat a (d,,) sorozat bovitése, ha létezik olyan k nemnegativ egész szdm,
amelyre ¢t = dpn, azaz a (c,) sorozatot gy kapjuk, hogy a (dy) sorozat elé tovibbi elemeket irunk. Bizonyitsuk be,
hogy ha (c,) és (d,) pozitiv szamokbdl dllé, monoton novd Fibonacci-tipust sorozatok és egyik sem a mdsik bdvitése,
akkor

a) legfeljebb két kizos elemiik van;

b) ha két kézos elemiik van, akkor az elsé elemeik megegyeznek.

15. feladat. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossdagokat teljes indukcidval és a 2. lemma segitségével is.
F2—Fy 1B =(-1)""" Py =F? + F2_F3p1=Fs +3F°F,_1 + F>_,

Enekes Béla, Kos Géza



